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　 　 　　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 概 要

Faa　di　Brunoの 公 式 を 証 明 し,組 み合 わせ 論 とHermite多 項式 へ のそ の応 用 を議 論 す る.

    The formula of Faa di Bruno is proved, and its applications to combinatorics and Hermite polynomials 

     are discussed. 
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1　 は じ め に

　 2つ の 実 変 数 実 数 値 関 数 の 合 成 関 数 の 高 階 導 関 数 を 与 え る公 式,つ ま りFaa　 di　Brunoの 公 式 は 一 般 に広 く知

られ て い る と は い え な い よ うで あ る.実 際,Krantz　 and　 Parks[7](p.15)も

The　 following　 formula　 for　the　derivatives　 of　a　composition　 of　two　 functions　 is　not　very　well-known.

とい う文 章 を 書 い て い る.こ の公 式 の 命 題 を記 述 した も の と して は,一 松[4],[7],森 口他[9],Riordan[10],　 Roman

[11],高 木[16]等 が あ る.し か し,証 明 を 与 え た も の は[11]を の ぞ い て 見 当 た ら な い とい う状 態 で あ る.[11]の 証

明 は 初 等 的 とは 言 い 難 い た め,こ こ で は まず こ のFaa　 di　Brunoの 公 式 の 初 等 的 証 明 を 与 え,次 に こ の 公 式 の

応 用 に つ い て 考 察 す る,第 一 の 応 用 は,組 み 合 わ せ 論 で 知 られ て い る い くつ か の 等 式 を,機 械 的 で は あ る が 統 一

的 に 証 明 す る こ と で あ る.第 二 の応 用 は,Hermite多 項 式 の 性 質 を 導 く こ とで あ る.　Hermite多 項 式 は,多 く の

文 献 で 議 論 され て い る が,Faa　 di　Brunoの 公 式 を 用 い る方 法 が 最 も簡 明 で あ る と思 わ れ る.

Faa　 di　Brunoの 公 式 は,組 み 合 わ せ 論,特 殊 関 数 論,微 分 方 程 式 論,確 率 論 等 数 学 の 多 方 面 に 応 用 が あ る と 思

わ れ る.こ れ らの 応 用 に つ い て は,改 め て 別 の論 文 と して 書 く予 定 で あ る.



2　 Faa　 di　 Brunoの 公 式

　 1次 元ユーク リッ ド空間R1の 開区間1に おいて定義 された0°°級 の実数値関　 f(x)と,こ のf(x)値 域 を

含む開区間で定義 され たC° °級の関数g(y)と の合成関数F(x)=g(f(x))を 考 え,こ の関数の高階導関数を議論

す る.以 後 この節 においては,特 に断 らない限 り,関数f(x)とg(y)は 上 の条件 を満たす もの とする.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

ま ず,自 然 蜘 の 分 割 の 定 義 を 述 べ よ う.Nは 非 鰹 数 全 体 とす る.β:=(β1,β2,…,β 。)∈Nnが 　 ZNi=n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴニ　

をみたす とき,β を自然数nの 分割 とい う.自 然数 ηの分割全体をPη で表 し,β ∈Pnに 対 し1β=Σ 集1βゴと

お く.

Theorem　 2.1(Faa　 di　Bruno)nを 自然 数,x∈Iと す る.関 数F(x)のn階 導 関'"F(n)(x)は,次 の よ うに

表 さ れ る,

　　　　　　　　　　　幽 一書轟 同n岩 嬉(∫(k)(¢　　ん!))%@嚇 　 　 　 (2.・)

Theorem　 2.1の 証 明 の 前 に,次 のLemmaを 準 備 し よ う.

Lemma　 2.1実 変 数 実 数 値 関数h(u)は,　 u=0の 近 傍 で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん(u)一Σ α轟`+・(の,賜 →o
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　i=1

を満たす とす る,n>dと するとき

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　　　h(鋤)d=ΣB椛 ボ+・(の,賜 →o,
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　m=d

　　　　　　　　　　　　　　　　 Bm,d一漏 μn着 島!mTi'aRkll　kk=1,　　 　 　 (2.2)
が成 り立つ.　 　　　　　　　　　　　　　　 、

Proof of Lemma 2.1.

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　あ

　　　　　　　 h(u)d-{Σ 曜+・(の}d={Σ 曜}d+・(の
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i=1　 　　　　　　　　　　　　　　i=1

　　　　　　　　　　-_認 況姻n意 意轟 ㎞+姻　 ・

　　　　　　　　　　　　　Em=d(__概_n純 鞭+姻



この最後の辺 の(α1,α2,…,α η)は,自 然数mの 分割であることに注意 しよ う.m≦nな らば,7㌔ ⊂Nnで あ

る.自 然数の分割を βであらわす ことにして,

　　　　　　　　　　　　酵 一nm=d(漏H着 角!菖轟 一
を 得 る.証 明 終 わ り.

Proof of Theorem　 2.1.

yo=f(xo)と お く.関 数g(y)のTaylor展 開

　　　　　　　　　　　　　9ω 一9(y・)一£9(d)tyd!・)(響一〃・)d+・((y-y・ln)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d=1

の右辺 に,関 数f(x)のTaylor展 開

　　　　　　　　　　 y‐yo=f(2)一.f(2・)一 重 ∫(海箸 ・)(¢一澱・)k+・((卜 ¢・ア)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k=1

を代入す る.α、一 竿,賜 叩 一¢。としてL・mma　 2.・樋 用 して

9(∫(∬))-9(∫(x・))一 £9(d)(yd!・)(£B㎎ ・岡 鴨+・((劣 一 ¢・¥n))

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d=1　 　　　　　　 m=d

　　　　　　　　　一 身 詳 熟 轟 評 着魂(ノ 箏)飾 一ザ+恥 翻

　　　　　　　　　一 捻 轟(md-1　d>ωふn鍔 角!rrzk=1(∫⑭雑))Yk)一+o((x-xo)n)

を 得 る.こ の 式 と,関数g(ｆ(x))をx=x0の 近 傍 でTaylor展 開 した 式 を 比 較 して 定 理 の 結 論 を 得 る.

Theorem　 2.1に お い て,特 にg(x)=exp{αx}の 場 合 が しば し ば応 用 され る.こ の場 合 にTheorem　 2.1を,書 き

換 え る と次 の よ うに な る.

Corollary　 2.1 x∈1の とき

　　　　　　　　　　　器 准 裁 晶 噛!Rk=1(f(艶))pkadeaf(x)　　 (2.2)

が成 り立つ,　 　　　　　　 ,

Remark　 2.1こ の節の出発点において,関 数 .f(x)とg(y)に 無限回連続的微分可能であることを仮定 していた

が,Faa di Brunoの 公式を得 るための条件 としては強す ぎることは明らかである.(2.1)がx=xoで 成 り立つた

めには,f(ｘ）はx=xoの 近傍でCn-1級 の関数であ り,x=xoに おいてn階 微分可能,　g(y)も 同様に,　y=yo

の近傍でCn-1級 でy=yoでn階 微分可能であれば十分である.こ れ は,上 記 の証明をみれば明 らかである.



3　 組 み 合 わ せ 論 的 等 式

　はじめに,いくつかの組み合わせ論的数について定義と解説をする.

　　　　　　　　　　　　　　c(n,k)一羨n渉 角!),・≦た≦n,　 　 　 　 (2.・)、　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 「

により定義 され るc(n,k)をsignless　 Stirling　number　 of the　first　kindと い う.n次 の置換π ∈snは 巡回置換 の

積 にあ らわ され るが,こ の中に現われ る長 さ2の 巡回置換 の個数 を βiとすると,Σiβi=nと なっていて この

β={β 重}は,自 然数 πの分割 を与 える.こ の ような πを βタイプの置換 と呼ぶ.β タイプの置換の総数 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η!

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 耶 、(ゴβゴβノ!)

に等 しく,従 って,k個 の巡回置換の積 で表 される置換 の総数がc(n,k)と 一致する.

　　　　　　　　　　　　　　　　s(7L,た):=(-1)n一 海c(n,鳶),　　1≦ 鳶≦n,　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2.2)

に よ り定 義 され るs(n,k)をStirling　 number　 of　the　first　kindと い う.

n個 の 要 素 か らな る集 合 をk個 の 空 で な い ブ ロ ッ ク に 分 け る分 割 の 総 数S(n,k)をStirling　 number　 of　the　second

kindと い う。等 式

　　　　　　　　　　　　　　5(n,鳶)一β、混 、H影、(δ1脇!)・・≦ん≦n,　 　 (2.3)

が 成 り立 っ.c(n,k)とs(n,k)の 逢 い に 注 意 せ よ.n個 の 要 素 か らな る 集 合 の 分 割 の総 数B(n)をBell　 number

とい う.つ ま り
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B(n)=Σ8(π,ん),　 　 　 1　 　 　 　 (2・4)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k-1

で あ る.

Proposition　 3.1 変 数xのn次 多 項 式 に つ い て の 等 式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　 Σ ・(醐 ♂=x(劣+1)(針2)…(x+η 一1),　 　 　 ,　 　 (窄・5)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k=1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り

　　　　　　　　　　　　　 Σ ・(π,ゐ)♂ヲ(忽 一1)(x-2)…(か η+1),　 　 　 　 　 (2・6)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k=1

が成 り立つ.

Proof.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫(の=診 一¢=e-¢1°9亡

とおく.f(t)=t-xを 用いて

　　　　　　　　　　　　　 ノ(n)(t)=(-1)㌦(針1)(¢+2)…(針 冗一1)t-x-n　 　 　 　 　 (2.7)



で あ る が,一 方Faa　 di　Brunoの 公 式 に よ り,f(t)=e-x　 1ogtか ら

こ の 最 後 の 式 と(2.7)か ら(2.5)を 得 る.

(2.5)の 両 辺 に お い て,xに-xを 代 入 し両 辺 に(-1)nを 掛 け る と(2.6)を 得 る.

Proposition　 3.2　 a,λ を 定 数 とす る と き,任 意 の 実 数xに 対 して等 式

が 成 り立 つ.

Proof.

とお く.n階 導 関 数 を 計 算 して

と な る.F(z)=exp{λ(eaz-1)}は,複 素 平 面全 体 で 解 析 的 だ か ら,Cauchyの 積 分 公式 に よ り,収 束 半 径 無 限 大

の 幕 級 数 に展 開 され る([15],[16]).従 っ て,(2.8)が 成 り立 つ こ とが 分 か る.



Corollary　 3.1 確率変数Xの 分布 がパ ラメーター λのボアソン分布であるとき,

即 ちP[X=k]=芸 ε一λ,債=0,1,2,…)で あ る と き,

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E囲=Σ8(π,d}ad　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (2.9)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d-1

が成 り立っ.

Proof.

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E[e‐max]=exp{λ(・ 一¢-1)}

だか ら,両 辺をｘ でn回 微分 しx=0と お く.右 辺 は(2.8)に おいてa=-1と したものだか ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 珂X物]=Σ5(π,のλd　　 　 　 　 　 　 　 　 (2.10)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d=1

を得 る.

Lemma　 3.1 確率変数X の分布はパ ラメーター λのボア ソン分布 とし,　P(x),Q(x)はxの 多項式 とす る.等 式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E[P{Xa)]=E[Q(Xa)]　 　　　　　　　　　　　　　　　　　 (2.11)

が任意の λ>0に 対 して成 り立つならば,

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P(¢)≡Q(2)

である.

Proof.(2.11)を 書 き直す と

　　　　　　　　　　　　　　　　　 °゚(ん)芸・一・一量G(海)蒙・一・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k-O　 　　　　　　　　　　k-0

である.従 って,R(x)を 多項式 とす るとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　°゚(ゐ)芸≡・　 　 　 　 　 　 　 　 (且・2)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k=0

か らR(x)≡0を 導けばよい.(2.12)を 変形 して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　R(・)+λ£E㈹λ纂1≡・　 　 　 　 ・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k=1

Σ 窪1R(k)ak-1k!は λが 有 界 な 範 囲 を う ご く とき 有 界 で あ る か ら,こ こ で λ↓0と して,　R(0)=0と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　邑E(た)λ纂1≡・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゐ=1

を うる.以 後,同 様 の 議 論 を繰 り返 し,R(k)=0,0≦k＜OQを 得 る.従 っ てR(x)≡0と な る.



Proposition　 3.3
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ

　　　　　　　　　　　　　　♂ 一Σ8(η,d)飢(¢ 一・)(2-2)…(忽 一d+・)　 　 　 　 (2・13)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d=1

Proof.　 P(¢)=♂,(a(勾=Σ 集13@,の 妖 偲一1)(¢-2)…(z--4+1)と お く と

(2.10)Fこ よ り,

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E[P(Xλ)]=E[Q(Xλ)1

が 任 意 の λ>0に 対 して 成 り立 つ こ とが わ か る.従 っ て,Lemma　 2.1に よ り,P(勾 ≡Q(の を 得 る.

Proposition　 3.4　等 式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 邑B(π)纂一・xp{ex-・}　 　 　 　 (2.・4)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n=0

が 成 り立 つ.

Proof.

(2.8)に お い て,α=λ=1と お け ば よ い.

Proposition　 3.5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　量5岡 箒一1k!(gx-・)k　 　 　 　 (λ・5)
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η=為

Proof.(2.14)か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　　　邑1α箒π1£5(n,d)1λ1・〈・・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n=0　 　　-　　 d=1

で あ る か ら,(2.8)の 右 辺 の 和 の 順 序 交 換 が で き る.従 っ て,a=1と して

　　　　　　　　　　　　　　　　・xp{λ(ex-・)}°°E(°°(嘱)纂)λ・　 　 　 、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d=in=d

左辺を λの関数 として展開 し λkの係数を比較すればよい.

Remark　 2.1(2.8)の 証明において,複 素変数関数論におけるCauchyの 積分公式を用いている.従 って,こ の節

の(2.8)式 以後の議論は,実 変数関数論の枠組みのなかには収まっていない.ま た,2つ の複素解析 関数の合成 関

数が解析的であることも用いている.一 方,2つ の実解析 関数の合成関数が実解析的であるこ とは,複 素変数関数

論の助けをか りず に証明できる([7]).し か し,　R1全体で実解析的である関数を幕級数に展開 したとき,収 束半径

は,必 ず しも無限大 とはな らない。

Remark　 2.2(2.5),(2.6),(2.13),(2.14),(2.15)は,い づれもStanley[14]に おいて組み合わせ論的に証明されて

いる.こ こでは,Theorem　 1.1を 駆使 して 非組 み合わせ論的証 明を与えた.

Remark　 2.3(2.10),(2.11)に おいて確率を使 う必要はない.



p・ ㈹ 一 芸 ・一・,ん 一 ・,1,2,一 ・・と 蹴

　 　 　 　 　 　 　 ..

(2・10)の左辺=Σ 砺 ㈲ である・
　 　 　 　 　 　 　 ゐニむ

ま た 、(2.11)式 は
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と書 き直される,

Remark　 2.4(2.10)は 初等的確率論の入門書や文献に殆 ど現われていない.　Johnson,　Kotz　and　Kemp[6](p.156)

には記述 がある.こ こでは,(2.13)式 を組み合わせ論で証明 しそれ を用いている.

(2.13)は,通 常次のように組み合 わせ論で証明 され る.

n個 の要素 をもっ集合Nか ら,x個 の要素をもつ集合Xへ の写像 を考える.左 辺はこのよ うな写像全体の個数

である.一 方,こ の写像 をい くつかの場合に分 けて数 えよ う.d(1≦d≦n)個 の要素か らなる.Xの 部分集合Xd

を考える.こ のような部分集合Xdの 選び方は ㈲ 通 りである.　Nか らXdの 上への写像全体の個数は,　Stirling

number　 of　the　second　kind　S(n,　d)の 定義よ り5(η,　d)d!通 り.従 って,　Nか らXへ の写像全体の総数は
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　　　　　　　　　 d=1(d)S(n,d)d!一鶉5(醐 劣一・)…@-d+・)

とな る.こ うして,(2.13)が 得 られ る.

4　 Hermite多 項 式

　 Hermite多 項式Hn(x)は,
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2♂ 　　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Hn(の=(-1)れ ・3距 ・-x　 　 　 　 　 　 　 (3・1)

に よって定義 され ることが多いが,こ のn階 の微分 を直接実行せず この多項式を議論するのが通例である.こ こ

では,(3.1)をHermite多 項式の定義 とし,　Faa　di　Brunoの 公式を駆使 して,次 の命題 を導こ う.

Proposition　 4.1

　　　　　　　　　　　　　　　　恥)一讐(一ザボ 》)!(ガ　 　 　 　 　(3.2)

　　　　　　　　　　　　　　　　　　婁恥)叢一輔 　 '}　 　 　 (3.3)
が 成 り立 つ.

Proof.　 Theorem　 1.1に お い て,　f(x)=-x2,a=1と お く.f'(x)=-2x,f"(x)=-2,f(k)≡0,k≧3で あ

る か ら,(1.1)の 右 辺 の 和 は β1+2;Q2=n,β3=…=βn=0を み た す よ うな 自然 数 の 分 割 β の み に つ い て 考 え



れ ば 十 分 で あ る,

γ=β2と お く と β1=n-2rだ か ら,

　　　　　　　　　　 (謂 ・券 〆 一 ←・遣 嵩)tr!(一鋤四 ←2}r

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 鑑(　　　　　　　　π1-1)T　　　　r!(n-2r)!(バ

となる.(3.3)の 導 きかた として,Faa　 di　Brunoを 用いて,右 辺を微分する方法もあるが,こ こでは,左 辺 を変形

して 右辺 に等 しい ことを示そ う.

　　　　　　　　　　　　シ@)t°n!一 書 婁(　　　　　　　　　1-1)T　　　　㌍!(篇一2r)!(ガ評

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 慧(　 　　　　　　　1-1)7　　　　r!(n-2r)!(2轡
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この2重 級数は絶対収束 しているから,和 の順序交換は可能であることに注意せ よ.証 明終わ り.

Remark　 3.1　Hermite多 項式の定義にっいて:

飛 田[3],犬 井[5],ス ミル ノブ[13],高 木[16],寺 沢[17]で は(3.1)に よ り定義 してい る.Courant　 and　Hilbert[2]

では,(3.3)に よって定義 している.

Remark 3.2(3.2)の 導出について:

ミラー[8]の 方法は,(3.1)を 出発点 と し,Hn(の のみたす微分方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　 H"n(¢)-2α2正『ん(ω)十2nHn(¢):=0

を導き,こ の微分方程式の多項式解 を求め(3.2)を 導いてい る.

[5]においては,η についての数学的帰納法 によ り(3.2)を 証明 している.即 ち,

　　　　　　　　　　　　　農 ぜ一(・遣 ←・rボ》)!(%匹♂

が成 り立つ として,こ の両辺を微分 して 帰納法を完結 させている.

Remark　 3.3(3.3)の 導出について:

[5],[11]の いずれ においても,Cauchyの 積分公式を応用 した次のよ うな導出である.

(3.2)よ り



　 ここで,　 は,複 素平面上 のｘ を内部に含む単一閉曲線,積 分 は複 素平面上の線積分,こ こで,変 数変換をす る.

　x-z=tと おいて

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　恥 嶽 肇葺2d亡
　 ( は,原 点を内部 に含む単一閉曲線)を 得 る.こ の式は,萬(勾 がe2xt‐t2のt=0に おけるn階 微分係数であ

　 ることをしめ してい る.,こ うして(3.3)が 得 られる.

　 [17]に おいては,(3.3)の 右辺,つ まりHermite多 項式の母関数のtに ついてのn回 微分を計算 しているが,

　　　　　　　　　　　　　　　　　募 〆 ・一(t-x)2t=。=(-1)nx2d°e　din・♂

　 とい う計 算 を 用 い て(3.3)を 導 い て い る.
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