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要旨

1 つの生物種集団の遺伝的組成の進化および遺伝的多様性の保持機構を解明することは集団遺

伝学の重要なテーマである.1980年代初頭より,集団からサンプルした遺伝子の系図を考察する合

祖理論 (Coalescent theory) が Kingman(1982) 及び Tajima(1983) によって導入された. 合祖理

論はサンプルした複数の遺伝子の親遺伝子さらにその祖先遺伝子と遡るにつれ, 祖先の共有が生

じてくるが, この現象を合祖 (Coalesce) と呼ぶ. さらに時間を遡ることにより最終的に共通な一

つの祖先遺伝子に到達し, サンプル遺伝子の系図が完成する. さらにその系図上に生じる突然変異

により, サンプルした遺伝子間の遺伝的な違い (DNA 塩基配列の差異) が生じる. 合祖理論は集

団からサンプルした遺伝子の DNA 配列データと直結した解析が可能なモデルであり, モデルの

導入以来, 理論, データ解析の両面から広範な研究がなされてきた. しかし, 生物集団は広い生息

域を持ち, 地理的構造は生物集団の進化, 遺伝的多様性に大きな影響を与える. 生物集団の地理的

構造の効果を合祖理論に取り入れることは自然な拡張である. 地理的な構造を考慮に入れた合祖

モデルは Takahata(1988), Notohara(1990), Herbots(1994,1997) によって導入され Structured

Coalescent Model(SCM)と呼ばれている.これは Kimura(1953)によって導入された飛び石モデ

ル (Stepping stone model)を一般化したモデルと考えることもできる.すなわち,生物集団が幾つ

もの小集団に分かれ毎世代, 各小集団内でランダムな交配が起こり, 同時に分集団間に個体の移住

が生じるモデルである.このモデルで全集団からランダムにサンプルされた遺伝子の祖先遺伝子を

遡ることにより遺伝子の系図が得られるが, 離散時間のモデルから分集団のサイズを一様に大き

くする極限操作により, 数学的に扱いやすい SCM と呼ばれる連続時間マルコフ連鎖が得られる.

一般的な形は Notohara(1990)によって導入されたが,数学的に厳密な証明は保存的移住及びライ

ト・フィッシャータイプの繁殖という限定的な条件下で Herbots(1994,1997)によって与えられた.

本論文では自然集団に近い一般的な移住率及び可換モデルと呼ばれる一般的な繁殖様式において

SCMが導かれることを示す.これにより, SCMがモデルの設定の細部によらない,頑健なモデルで

あることが示されたことになる.

第１章（序論）では集団遺伝学,分子進化の中立説,遺伝子系図と遺伝的多様性など基本的事項につ

いて解説する.

第２章では Kingman(1982a,b,c)の合祖理論 (Coalescent theory)の基本事項およびサンプル遺伝

子中に含まれる対立遺伝子の分布に関する Ewensのサンプリング公式について解説する.

第３章では本研究の主要結果, 即ち, 地理的構造を考慮に入れた一般的な離散時間モデルから極限

操作により連続時間の SCMが導かれることを示す.

第４章では分集団間の遺伝的分化レベルの指標である固定指数Ｆについて合祖理論の視点から研究

した Herbots(1998)の結果,および有限個の分集団モデルではあるが一般的な移住率の下で SCM

を導いた Sampson(2006)の結果など SCMについて幾つかの結果を紹介する.
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1 序論

1.1 集団遺伝学の成り立ち

19 世紀中頃,Darwin（1859）が名著「種の起源」を著して, 種が共通の祖先から進化する要因

として自然選択（Natural Selection）の概念を導入した. Darwin は生物進化を‘変更を伴う遺

伝（Decent With Modifications)’と呼んだ.この自然選択説に対する反応は大きく,Weismannが

1892年に自然選択万能説を取り上げ, Darwinを非常に高く評価した.その姿勢はメンデルの法則

と Darwinの法則を同時に指示する姿勢を見せたMayrが彼を 19世紀で二番目に重要な進化理論

家であると提唱するほどであった.また彼自身も Darwinの自然選択説を実験的に検証しようとし

た最初の一人であった.このように Darwin説が大きく騒がれる中, 20世紀にはいると,自然選択を

除いた系統の変化が複数垣間見られた. de Vriesが 1901年にオオマツヨイグサに形態的に大きく

異なる変異が頻発することを観察し,この現象に対して突然変異 (Mutation)という名称を与える

とともに突然変異説を唱えた.このことから, 1930 年までに遺伝の実態は染色体にあり,染色体に

は遺伝の単位とみなすべきだと思われる多くの遺伝子があること,遺伝子における‘変更’は染色

体上に起こる突然変異に由来するものであることが次第に明らかになった. こうした遺伝学, 進化

論の発展に基づいて生物の進化を数理科学的手法を用いて研究する試みが Haldane(進化の原因),

Fisher(自然淘汰の遺伝学的理論), Wright(メンデル集団における進化)らによって行われた.それ

が集団遺伝学 (Population Genetics)の所以である.これらは現在の進化論の支配的な基盤となっ

ている.以後,他にも様々な遺伝における‘変更’が明らかになった.集団遺伝学においては,環境に

対して適応性を得た遺伝子はどのように集団中に拡がるか,逆に適応性を得ることができなかった

遺伝子はどのように集団から消えてゆくであろうか,有性生殖と無性生殖の違いは何であるかなど

生物進化に関する事例が多数挙げられ,育種学,優生学などの応用が生まれた.その他,分子生物学

の進化に伴って 1953年に DNAの二重らせん構造が発見され,それに続いて 1972年に米国のスタ

ンフォード大学のポールバーグ教授が SV40DNAに大腸菌を導入するという異種の DNA結合に

成功した.この発見を基に遺伝子組み換え (Recombination)という言葉が登場することになる.こ

のような発展に応じて,分子の進化と生物の進化はどう関連しているのかを調べる研究が盛んにな

り,分子集団遺伝学 (Molecular Population Genetics)と呼ばれる分野が拓かれてきた.その中で木

村資生らは,分子進化の定量的な観測値を得るためには自然選択とは無関係な中立突然変異が重要

な役割をしているとする「分子進化の中立説」を唱えた. 理論集団遺伝学は 1950年代半ばより国立

遺伝学研究所の木村資生,太田朋子,丸山毅夫により日本が世界をリードする形で精力的な研究がな

され,この中で中立説が 1968年に提唱された.この時期の研究は遺伝子頻度を対象とした拡散過程

モデルが多く用いられ,遺伝子頻度分布,固定確率など多彩な研究がなされている.1980年代に入る

と Kingman(1982)及び Tajima(1983)によって独立にサンプルされた中立な遺伝子系図を表現す

る,Coalescentモデル（合祖モデル）と呼ばれている確率モデルが導入された.その後 Coalescent

モデルは遺伝子の組み換え, 自然選択, 集団の地理的構造など様々な要因を考慮にいれたモデルへ
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と発展した. 遺伝子系図のモデルはサンプル遺伝子のデータ解析と直結し, 遺伝的多様性や集団の

歴史を推定するための理論的枠組みを提供するモデルとして,精力的に研究が続けられている.

1.2 分子進化の中立説

集団遺伝学 (Population Genetics)は生物集団の遺伝的組成の進化及び遺伝的多様性の保持機構

を解明し,生物集団の進化のメカニズムを解明することを重要なテーマとしている. 1920年代頃よ

り Fisher, Wright, Haldaneなどにより,集団遺伝学の数学理論の基礎が確立されてきたが,ダーウ

インの自然選択説とメンデルの遺伝学の結合によって形成された総合進化説が主流であった. 1960

年代に電気泳動法により,酵素多型（蛋白質多型）が高頻度で各種の生物集団内に存在することが

次第に明らかになると,分子レベルでは有利な突然変異によって進化が起こるとする自然選択説で

は説明できないと考えられるようになった.このような中で Kimura(1968)は「分子進化の中立説」

を提唱した. 分子進化の中立説とは, 分子進化においては自然選択に対して有利でも不利でもない

中立な突然変異と遺伝的浮動という生物集団の個体数有限性によって起こる偶然的な遺伝子頻度の

変動によって分子進化は起こるとする説である.突然変異は蛋白質のアミノ酸配列を変える非同義

な変異とアミノ酸を変えない同義な変異があるが,蛋白質の機能に影響を与えない同義な変異ある

いは非同義でも機能にあまり影響を与えないものは中立な突然変異と考えることができる.機能に

重大な影響を与える突然変異は有害であり, 集団から次第に消えてゆく運命にある. 中立説では突

然変異の多くは自然選択に対して中立または有害なものがほとんどであり,分子進化に貢献する有

利な突然変異は非常に少数と考える. 分子進化には大きく二つの特徴がある.「各タンパク質につい

て年当たりの分子進化の一定性」と「変化様式の保守性」である.木村資生の中立説によると「機能

的に重要でない分子（または分子内の重要でない部分）ほど,そうでないものより進化の過程でア

ミノ酸や DNA塩基の置換が急速に起こり,置換率（進化速度）の最高は突然変異率できまる」と

される.完全に中立であれば「分子進化速度＝突然変異率」が成り立ち,このような所見は中立説の

理論的研究により示されており,分子進化の知見を矛盾無く説明できる理論である.
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1.3 遺伝子系図と祖先過程

遺伝子配列のデータから読み取れるものには統計量として多型的な（分離した）サイトの数（the

number of segregating sites）がある. 一般的に遺伝子配列はアデニン（A),シトシン（C),チミン

（T),グアニン（G)の 4つの塩基の配列によって表現される.
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図 1 遺伝子系図と多型サイト (無限サイトモデルでの図. a,b,c,dのサイトは多型的なサイトで

あるが,これは系図上の示された位置で生じた突然変異に起因している.)
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このような塩基置換を繰り返しながら, 時には表現型にも影響を及ぼし, 生物は進化を遂げてき

た. Hammer(2001)等によれば,人の Y−染色体に関する次のようなデータの存在が知られている.

地域 サンプルサイズ 多型サイト数 平均塩基相違数

ヨーロッパ 355 16 2.48

北アフリカ 131 13 2.39

南アジア 133 14 2.56

南アフリカ 243 10 1.65

これらは Y −染色体に遺伝子組み換えがなく,雄から 1つ受け継ぐという,非常に観察しやすい

ことに基づいて行われたものである.この結果はMichael Hammer等により,世界各地から集計し

た 2000人以上の男性に対して Y −染色体の検査を行い,その中から 4つの地域に限定してデータ

を纏めたものである. Di,jを i番目, j 番目の塩基配列の塩基相違数とすると,平均塩基相違数

(塩基多様度)Πは

Π =
∑
i<j

Di,j(
n
2

)
で表される.但し, nはサンプル数である.このデータからわかることは,南アフリカの遺伝子の多様

性が他の地域に比べて最も低いということである.しかし,異なる集団から取り出した 2つのサンプ

ルについてはΠ = 3.18で最も大きい(Hein et al.(2005)).これは,全人類集団が任意交配集団では

ないことを示唆している. すなわち, 任意交配集団ならば同じ集団からサンプルした場合と異なる

集団からサンプルした場合の塩基多様度 に大きな差はないはずである.異なる集団からのサンプル

が高い塩基多様度を示すことは人類の各集団相互の地理的な隔たりが遺伝的多様性に影響を及ぼす

ことを表しており,集団の地理的構造が遺伝的多様性および進化に与える影響を考察する必要性が

ある. ヒトに限らず,生物集団の地理的構造を考慮に入れた遺伝子系図の視点から,遺伝的多様性の

問題を研究することは,集団遺伝学の重要な研究テーマである.
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1.4 研究の背景及び目的と意義

本研究と関連する古くから知られた地理的構造を考慮した集団遺伝学のモデルは Kimura(1953)

による飛び石モデル (Stepping stone model)である.その後,このモデルに関する多くの研究があ

るが, 現在の視点から見るとサンプル数２個の場合の Structured coalescent モデル (SCM) と見

なすことができる. Takahata(1988) 及び Tajima(1989)の 2つの分集団モデルの先行研究がある

が,一般的な形での Structured coalescent モデルは Notohara(1990)によって導入された.その後

多くの研究があるが,その全般的な解説についてはWakeley(2009第５章)を参照されたい.ただし

Notohara(1990) においては数学的考察によるモデルの導出をしているが, 確率論的に厳密なもの

ではなかった. Herbots(1994)はその学位論文で,繁殖はライト・フィッシャーモデル,移住は保存

的移住という限定的な条件の下ではあるが厳密な証明を与えた.本研究では可換モデルと呼ばれる

一般的繁殖モデルと非保存的な場合も含む移住の下で, SCMが導かれることの厳密な証明を与え

ることができた.可換モデルは次世代に残す子供の数の分布が親によって変わらないモデルであり,

自然選択が無い中立な遺伝子を対象としている.一般的な条件下で SCMが導かれるということは

SCMの頑健性,すなわち広いクラスの離散モデルから極限として同じ SCMが導かれることを意味

し,広いクラスのモデルに対して,適切な条件の下で SCMがその近似遺伝子系図モデルとして利用

できることを意味している.自然集団では繁殖がライト・フィッシャーモデルに従い,移住の前後で

各分集団のサイズが不変ということはかなり不自然な仮定である.より広い繁殖様式である可換モ

デルでかつ非保存的移住という条件でも SCMが導かれるということは,中立な遺伝子について,自

然集団からのサンプル遺伝子のデータ解析において適切な条件下で SCMが利用できることを保障

していると言うこともできる. 第２章では集団遺伝学で,その扱いやすさから最も良く使われるラ

イト・フィッシャーモデルとモランモデルについて,さらに Kingman(1982)に従い Coalescentモ

デル及び Ewensのサンプリング公式と呼ばれるサンプル中の各対立遺伝子の個数分布に関する公

式が Coalescent理論から導かれることを紹介する.第３章が本研究の主要部分であるが,モデルの

設定,有限次元分布の収束及び弱収束の証明を与える.本研究では無限個の分集団を含み,上記の一

般的条件の下での厳密な証明を与えた最初の研究結果である. 第４章では分集団間の分化レベルの

指標である固定指数 F統計量と SCMの関係について解説し,簡単なモデル (サークル状飛び石モ

デルと島モデル)について具体的結果を示す.また有限個の分集団で各分集団サイズの確率的変動

及び非保存的移住を含む移住モデルにおいて離散時間マルコフ連鎖から極限において SCMが導か

れる Sampson(2006)の結果を紹介する. Sampson(2006)のモデルは有限個の分集団からなる有限

マルコフ連鎖で表現されるモデルであり,証明はMöhle(1998)の有限マルコフ連鎖の収束定理を利

用したものであるが,最近得られた収束定理の拡張 (Möhle and Notohara(2016))により可算無限

個の状態を含むモデルに拡張したときの有限次元分布の収束が導かれることを示す.本研究では可

算無限個の分集団を含むモデルを研究対象としており,この点が Sampsonのモデルと異なる点で

ある.
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2 合祖モデル

合祖理論とは,集団からサンプルした遺伝子について過去に遡ることによって祖先集団の中から

共通祖先を見出す確率モデルの理論のことを言う. 合祖理論に関して有名な話はミトコンドリア・

イブである.これはアメリカ在住の様々な人種の 134人のミトコンドリア DNAの配列からその系

図を探り,下図に示されるように,約 20万年前に共通祖先に到達できるという発見であった.

　　　 　　　

図 2 ミトコンドリアイブ (Cann et al.(1987))(アメリカ在住の様々な人種 134 人のミトコン

ドリア DNA遺伝子をサンプルし,その系図を作成することにより,それらの共通祖先のミトコ

ンドリア DNA遺伝子が 20万年前にあったことが判明した.)

　　　

この図から,サンプル遺伝子の祖先を辿ってゆくと,ただ一つの共通祖先 (MRCA;Most Recent

Common Ancester)に到達することがわかる.集団遺伝学で古くから最もよく用いられているライ

ト・フィッシャーモデルやモランモデルを紹介する.
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2.1 ライト・フィッシャーモデルとモランモデル

ライトフィッシャーモデルから紹介する. νi を i番目の親が産む子供の数を表す確率変数とした

とき, N 個の親個体が次世代に子供をそれぞれ k1, k2, · · · , kN 個産む確率が多項分布

P [ν1 = k1, ν2 = k2, · · · , νN = kN ] =
N !

k1!k2! · · · kN !
(
1

N
)
N

, 但し,
N∑
l=1

kl = N

となるモデルをライトフィッシャーモデルと言う.また, 1
N はN 個の親集団から 1つの子供に対す

る, 1 つの親を見つけるときの確率である. これは, 可換モデルの一つで, 可換モデルとは次の条件

を満たすものを言う：(i1, i2, · · · , iN )を (1, 2, · · · , N)の任意の置換とするとき,

P [ν1 = k1, ν2 = k2, · · · , νN = kN ] = P [νi1 = k1, νi2 = k2, · · · , νiN = kN ], 但し,
N∑
l=1

kl = N

これは親によって産む子供の数の分布が変わらないことを意味する.図 3はライト・フィッシャー

の繁殖のプロセスを表す図である.このライト・フィッシャーモデルに対して,時間を遡ることを考

える.今,祖先過程 {An
N (t); t ≥ 0}を 0世代でのサンプルが nである条件のもとで t世代遡ったと

きの異なる祖先の数と定義すれば,時刻 tで k 個の祖先遺伝子が 1世代前に j 個の親を持つ確率は,

P (An
N (t+ 1) = j|An

N (t) = k)

である.この確率を gk,jとすれば, これら確率は次のように書ける:

gk,k =
N(N − 1) · · · (N − k + 1)

Nk
= 1− k(k − 1)

2N
+O(

1

N2
) (1)

gk,k−1 =

(
k
2

)
N(N − 1) · · · (N − k + 2)

Nk
=

k(k − 1)

2N
+O(

1

N2
) (2)

j ≤ k − 2の時は

gk,j =
N(N − 1) · · · (N − j + 1)Sk

j

Nk
= O(

1

N2
) (3)

但し, Sk
jは k 個の子供が j 個のどの親に由来するか振り分けるときの組み合わせの数である（第

２種スターリング数という）.これら確率 (1), (2), (3)を用いて遷移確率行列 G = (gk,j)を構成する.

実際,単位行列 I（Ik,l = δk,l)と生成行列 Q = (Qk,j)(但し Qk,k = −k(k − 1)

2
,

Qk,k−1 =
k(k − 1)

2
, また j ̸= k, k − 1のとき,Qk,j = 0)を用いて Gは以下のように表せる；

G = I+
Q
N

+O(
1

N2
) (4)

N 世代を単位時間とするタイムスケールをとり, N に関して極限をとると,生成作用素 Qに従う連
続時間の斉時的マルコフ連鎖に収束する；

lim
N→∞

G[Nt] = lim
N→∞

(
I +

Q
N

+O(
1

N2
)
)[Nt]

= etQ (5)
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また,Tkを祖先の数が k である時の滞在時間とすると,この分布は平均
2

k(k − 1)
に従う指数分布で

ある；

P (Tk > t) = lim
N→∞

(
1− k(k − 1)

2N

)[Nt]

= e−
k(k−1)

2 t (6)

　　　

t世代

t+1世代

N個

N個

親

子供を産む

子

配偶子のプール

(Random sampling)

　　　

図 3 ライト・フィッシャーモデルの図 (N 個の半数体生物集団が配偶子のプールを作り,

Random samplingによって抽出された個体により,同じ集団サイズの次世代集団ができる.)
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次にモランモデルを紹介する. モランモデルは毎世代 1個体が死亡し,死滅したところをその子

供,もしくは他の親個体の子供により埋め合わせをし元の集団のサイズ (N)に戻る過程を表す. モ

ランモデルに関しては,以下のようにして連続時間のマルコフ連鎖の収束が導かれる：

モランモデルでは次のような遷移確率行列 Ĝ = (ĝk,j)に従う.

ĝk,k = 1− k(k − 1)

N2

ĝk,k−1 =
k(k − 1)

N2

ĝk,j = 0, j ≤ k − 2

Ĝ = I+
Q̂
N2

但し, Q̂ = (Q̂k,j)でQ̂k,k = −k(k − 1), Q̂k,k−1 = k(k − 1), j ̸= k, k − 1のとき, Q̂k,j = 0.

今,N
2

2 世代を単位時間とするタイムスケールをとり, N → ∞の極限をとると,ライトフィッシャー

モデルの場合と同じ生成作用素 Qに従う連続時間のマルコフ連鎖に収束する；

lim
N→∞

Ĝ[N
2

2 t] = lim
N→∞

(
I+

Q̂
N2

)[N2

2 t]

= etQ̂ (7)

また,前と同様に, Tkを祖先の数が k である時の滞在時間とすると,この分布は平均
2

k(k − 1)
に従う

指数分布である；

P (Tk > t) = lim
N→∞

(
1− k(k − 1)

N2

)[N2

2 t]

= e−
k(k−1)

2 t (8)

ライト・フィッシャーモデルもモランモデルもどちらも同じ滞在時間の分布に収束する.図 4はモ

ランモデルの図である.ここでこれらのモデルにおける具体的な系図を見てみよう.図 5はサンプ

ル数が n = 6の場合の系図である. MRCA(Most Recent Common Ancester)へ到達するまでの

時間の長さは,

TMRCA =

n∑
i=2

Ti (但し、図 5では n = 6)

全体の枝の長さは,

Ttotal =
n∑

i=2

iTi (但し、図 5では n = 6)

よって,それぞれの平均時間は (8)から,

E[TMRCA] = E
[ n∑

i=2

Ti

]
=

n∑
i=2

2

i(i− 1)
= 2
(
1− 1

n

)

E[Ttotal] = E
[ n∑

i=2

iTi

]
=

n∑
i=2

2

i− 1
∼= 2log(n)

で表される.今,系図を書くと次のように書ける（図 5:サンプル数が 6の場合）；
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t世代

t+1世代

t+2世代

t+3世代

t+4世代

　　　

図 4 モランモデルの図 (N=4の場合.世代ごとに死んだ親個体を子供が埋め合わせをし,集団

サイズを同じくする.)
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T22 T2

T3 3

4T4

5T5

6T6

T

T

T

T

3

4

5

6

most recent common ancester

　　　

図 5 滞在時間を基にした遺伝子系統図 (サンプル数が 6の場合.滞在時間の分布が指数分布に

従うため,サンプル数が減少するにつれ,滞在時間が長くなる.)
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次は 2-アレルタイプでのモランモデルとライトフィッシャーモデルを考える.今, a,Aの 2つの

アレルタイプが存在するとしよう.ライトフィッシャーモデルでは,アレルタイプ Aの r 世代前の

遺伝子の数をXrとおくことにより, pi,jを 1世代で Aタイプの遺伝子の数が i個から j 個へ遷移す

る確率とすると,

pi,j = P (Xr+1 = j|Xr = i) =
N !

j!(N − j)!

( i

N

)j(N − i

N

)N−j

, 0 ≤ i, j ≤ N

平均を計算すれば,二項分布の性質より,

E[Xr+1|Xr] = Xr (マルチンゲール)

更に平均をとれば,
E[Xr+1] = E[Xr]

であるから、この式から,
E[Xr+1] = E[X0]

がわかる. これは, アレルタイプ A の遺伝子の平均個数が世代によって変わらないことを表す.次

に分散を計算すれば, V [Xr] = E[V [Xr|Xr−1]] + V [E[Xr|Xr−1]], V [Xr|Xr−1] = N ∗ Xr

N

(
1 −

Xr

N

)
であることを用いて,

V [Xr] = E[V [Xr|Xr−1]] + V [E[Xr|Xr−1]] = E
[
N

Xr−1

N

(
1− Xr−1

N

)]
+ V [Xr−1]

= E[Xr−1]−
E[(Xr−1)

2]

N
+V [Xr−1] = E[X0]−

V [Xr−1]− (E[Xr−1])
2

N
+V [Xr−1]

よって,

=
(
1− 1

N

)
V [Xr−1] +

E[X0](N − E[X0])

N

この漸化式を r について解けば,分散について次の式が得られる.

V [Xr] = E[X0](N−E[X0])
(
1−
(
1− 1

N

)r)
+V [X0]

(
1− 1

N

)r
= E[X0](N−E[X0])

(
1−
(
1− 1

N

)r)
今求めた分散の値を用いて,ヘテロ接合度と呼ばれる以下の式；

H(r) = E
[
2
Xr

N

(
1− Xr

N

)]
= 2

E[Xr(N −Xr)]

N2

の値を求めることで,このモデルの性質をより詳しく見てみよう. これは r 世代前において集団か

ら 2 つの遺伝子を取り出した時,それらが異なるアレルタイプである確率を表す. Xrの平均,分散

より,

H(r) = E
[
2
Xr

N

(
1− Xr

N

)]
=

2(NE[Xr]− E[(Xr)
2])

N2
=

2(NE[X0]− (V [Xr] + (E[Xr])
2))

N2

= 2E
[X0

N
− (X0)

2

N2

](
1− 1

N

)r
= H(0)

(
1− 1

N

)r
これより, lim

r→∞
H(r) = 0となる.これは,最終的に遺伝子の固定が起きることを表している.
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t世代

t+1世代

配偶子

;aタイプ ;Aタイプ

　　　

図 6 2アレルタイプの場合のライト・フィッシャーモデルの図 (集団サイズが Nである半数体

生物集団を考える. 任意交配により, 2つのアレルタイプが混ざり合っている.)
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次にモランモデルの場合を考える.同じくして Xrをアレルタイプ Aの r 世代前の遺伝子の数と

すると, 1世代での遺伝子頻度における遷移確率は,

pi,j = P (Xr+1 = j|Xr = i) =



i(N − i)

N2
(j = i+ 1 又は j = i− 1)

i2

N2
+

(N − i)2

N2
(j = iのとき)

0 (その他)

(9)

この遷移確率を用いて平均を求めれば,

E[Xr+1|Xr] = (Xr+1)P (Xr+1 = Xr+1|Xr)+(Xr−1)P (Xr+1 = Xr−1|Xr)+XrP (Xr+1 = Xr|Xr)

= (Xr + 1)
Xr(N −Xr)

N2
+ (Xr − 1)

Xr(N −Xr)

N2
+Xr

( (Xr)
2

N2
+

(N −Xr)
2

N2

)
= 2Xr

Xr(N −Xr)

N2
+Xr

( (Xr)
2

N2
+

(N −Xr)
2

N2

)
= Xr (マルチンゲール)

更に平均をとれば,

E[Xr+1] = E[Xr]

であるから,この式から,

E[Xr+1] = E[X0]

であることがわかる.モランモデルに対してもライト・フィッシャーモデルと同様にアレルタイプ

Aの遺伝子の平均個数が世代によって変わらないことを表す. 分散は,

V [Xr+1|Xr] = E[(Xr+1)
2|Xr]− E2[Xr+1|Xr] = E[(Xr+1)

2|Xr]− (Xr)
2

条件付平均の 2乗モーメント E[(Xr+1)
2|Xr]を求めると,

E[(Xr+1)
2|Xr] = (Xr+1)2P (Xr+1 = Xr+1|Xr)+(Xr−1)2P (Xr+1 = Xr−1|Xr)+(Xr)

2P (Xr+1 = Xr|Xr)

= (Xr+1)2
Xr(N −Xr)

N2
+(Xr−1)2

Xr(N −Xr)

N2
+(Xr)

2
( (Xr)

2

N2
+
(N −Xr)

2

N2

)
= 2((Xr)

2+1)
Xr(N −Xr)

N2
+(Xr)

2
( (Xr)

2

N2
+
(N −Xr)

2

N2

)
= (Xr)

2+2
Xr

N
−2

(Xr)
2

N2

よって,

V [Xr+1|Xr] = E[(Xr+1)
2|Xr]− (Xr)

2 = 2
Xr

N
− 2

(Xr)
2

N2
= 2

Xr

N

(
1− Xr

N

)
これらから,Xrの分散は,

V [Xr] = E[V [Xr|Xr−1]] + V [E[Xr|Xr−1]] = E
[
2
Xr−1

N

(
1− Xr−1

N

)]
+ V [Xr−1]
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= V [Xr−1]+2E[X0]
1

N
− 2

N2
(V [Xr−1]+E[(Xr−1)

2]) = V [Xr−1]
(
1− 2

N2

)
+
2E[X0]

N

(
1−E[X0]

N

)
この漸化式を解けば,

V [Xr] = V [X0]
(
1− 2

N2

)r
+

2E[X0]

N

(
1− E[X0]

N

) r−1∑
l=0

(
1− 2

N2

)l
同様にヘテロ接合度を求めると,

E[Hr−1] = E
[
2
Xr−1

N

(
1− Xr−1

N

)]
= E[V [Xr|Xr−1]] = V [Xr]− V [Xr−1]

=
(
1− 2

N2

)r−1 2

N2
V [X0] +

2E[X0]

N

(
1− E[X0]

N

)(
1− 2

N2

)r
これより, lim

r→∞
H(r) = 0となる.これは,ライト・フィッシャーモデルと同様に,最終的にある遺伝

子の固定が起きることを表している.

　　　
t世代

t+1世代

t+2世代

t+3世代

t+4世代

;Aタイプ ;aタイプ

　　　

図 7 2アレルタイプの場合のモランモデルの図 (N=4の場合. 2つのアレルタイプの個体が次

世代の集団の大きさを自らの子孫によって同じくしている.)
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2.2 Kingmanの合祖理論 (Coalescent theory)

Kingman(1982a,b,c) はモランモデルやライト・フィッシャーモデルなどを含む可換モデル

に対して, 遺伝子の系図を遡り, かつ集団サイズを無限に大きくすることで合祖過程と呼ばれ

る連続時間マルコフ連鎖 (死滅過程）に収束することを示した. N 個の半数体生物からなる

集団を考え, この集団から n 個の個体 I1, I2, · · · , In をサンプルしたとする. その祖先によっ

て同値関係 RN (t) を次のように定義する. 即ち, 2 つの個体 Ik, Ij が t 世代前に祖先を共有

するとき (Ik, Ij) ∈ RN (t) と書き,この時刻で同じ同値類に属すということにする.(Ik, Ij) を

クラスという. また, 初期状態はすべてが異なる状態でこれを RN (0) = ∆ で表すことにす

るとき,{RN (t)}t=0,1,2,··· は同値関係を状態空間とするマルコフ連鎖である. 今, En を集合

{I1, I2, · · · , In} 上に定義される全ての同値関係の集合とするとき, 離散時間のマルコフ連鎖

{RN (t)}t=0,1,2,··· の遷移確率を α, β ∈ En を用いて次のように構成しよう. αがβの細分である

時α ⊆ βで表す. 例えば n = 5 のとき, α = {(I1, I2)(I3)(I4, I5)}, β = {(I1, I2)(I3, I4, I5)} と
すれば, αはβの細分である.これをマルコフ連鎖 {RN (t)} を用いて書き表せば,例えば, RN (0) =

{(I1)(I2)(I3)(I4)(I5)}, RN (1) = {(I1, I2)(I3)(I4, I5)}, RN (2) = {(I1, I2, I3)(I4, I5)}, RN (3) =

{(I1, I2, I3, I4, I5)}とすれば, RN (0) ⊆ RN (1) ⊆ RN (2) ⊆ RN (3)となり,またそれぞれクラスの

数は 5, 3, 2, 1 である.|α| は状態αにおけるクラスの数もしくは総サンプル数を表すとすれば,それ

ぞれ |RN (0)| = 5, |RN (1)| = 3, |RN (2)| = 2, |RN (3)| = 1である. t世代前の祖先の状態がα ∈ En

のとき, t+ 1世代前の祖先の状態がβ ∈ Enである推移確率 Pα,βを求めると以下の様になる.

但し, |α| = |β|+ 1でαがβの細分の時α ≺ βで表す.

定理 (Kingman(1982c)) viを i番目の親が産む子供の個体数を表す確率変数で, (v1, v2, · · · , vN )は

可換モデル,かつ
N∑
i=1

vi = N を満たすとする.このとき,全ての i に対し極限値 lim
N→∞

V ar(vi) =

σ2 > 0が存在,かつ,全ての p, l ≥ 1に対して sup
N

E[vl
p] < ∞が成り立つとき

Pα,β =



1−

(
|α|
2

)
σ2

N
+ o(

1

N
) (|β| = |α|のとき)

σ2

N
+ o(

1

N
) (|β| = |α| − 1のとき)

o(
1

N
) (その他)

(10)

N

σ2
世代を単位時間 t = 1とする時間スケールを取り, N → ∞の極限をとると,サンプル数 k の

ときの滞在時間の分布はモランモデルとライトフィッシャーモデルの時と同様に,

P (Tk > t) = lim
N→∞

(
1− k(k − 1)σ2

2N

)[Nt
σ2

]
= exp(−k(k − 1)

2
t) (k ≥ 2)
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TMRCA, Ttotalの平均時間はそれぞれ

E[TMRCA] = 2(1− 1

n
)

E[Ttotal] =

n∑
i=2

2

(i− 1)
∼= 2log(n)

TMRCA, Ttotalの密度関数はそれぞれ指数分布の畳み込みの式

f∑n
i=1 Ti

(t) =
n∑

i=1

λie
−λit

n∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi

からすぐにわかる.但し,
fTi(t) = λie

−λit

である.証明は以下のように帰納法で示される.：n = 3のとき

fT2+T3(t) =

∫ t

0

fT3(s)fT2(t− s)ds =

∫ t

0

λ3e
−λ3sλ2e

−λ2(t−s)ds = λ3λ2e
−λ2t

∫ t

0

e−(λ3−λ2)sds

=
λ3

λ3 − λ2
λ2e

−λ2t(1− e−(λ3−λ2)t) =
λ3

λ3 − λ2
λ2e

−λ2t +
λ2

λ2 − λ3
λ3e

−λ3t

n = k − 1まで成立するとする.この時, n = k で成立することを示す.

f∑k
i=1 Ti

(t) =

∫ t

0

f∑k−1
i=1 Ti

(s)fTk
(t− s)ds =

∫ t

0

k−1∑
i=1

λie
−λis

k−1∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi
e−λk(t−s)ds

=
k−1∑
i=1

λi(
1

λk − λi
e−λit +

1

λi − λk
e−λkt)λk

k−1∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi

=

k−1∑
i=1

(
∑
l=i,k

λle
−λlt

∏
m=k,i m ̸=l

λm

λm − λl
)

k−1∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi

=

k−1∑
i=1

∑
l=i,k

λle
−λlt

∏
m=k,i m ̸=l

λm

λm − λl

k−1∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi

=

k−1∑
i=1

∑
l=i,k

λle
−λlt

k∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi
=

k∑
i=1

λie
−λit

k∏
j=1,j ̸=i

λj

λj − λi

これで証明は完了した. 今,この式を用いて, λi =
i(i− 1)

2
とすると,

fTMRCA
(t) =

n∑
i=2

i(i− 1)

2
e
−

i
2

t n∏
j=2,j ̸=i

(
j
2

)
(
j
2

)
−
(
i
2

) = (−1)n
n∏

j=2,j ̸=i

j(j − 1)

(i− j)(i+ j − 1)
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=
n!(n− 1)!(−1)n

i(i− 1)

1

[(i− 2)(i− 3) · · · 1][(−1)(−2) · · · (−(n− i))]

∗ 1

[(i+ 1)(i+ 2) · · · (2i− 2)][(2i)(2i+ 1) · · · (i+ n− 1)]

=
(−1)nn!(n− 1)!(2i− 1)i!

i!(−1)n−i(n− i)!(i+ n− 1)!
=

(−1)i(2i− 1)n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

n(n+ 1) · · · (n+ i− 1)

以上のことから,

fTMRCA
(t) =

n∑
i=2

(−1)i
(2i− 1)n(n− 1) · · · (n− i+ 1)

n(n+ 1) · · · (n+ i− 1)

i(i− 1)

2
e
−

i
2

t

Ttotalに関しては,

fiTi(t) =
i− 1

2
e−

i−1
2 t

同様にして,

fTtotal
(t) =

n∑
i=2

i− 1

2
e−

i−1
2 t

∏
j=2,j ̸=i

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

=
n∑

i=2

i− 1

2
e−

i−1
2 t

∏
j=2,j ̸=i

j − 1

j − i

=
n∑

i=2

i− 1

2
e−

i−1
2 t 1 ∗ 2 ∗ · · · ∗ (i− 2) ∗ i ∗ · · · ∗ (n− 1)

((2− i)(3− i) · · · (−1))(n− i)!

=
n∑

i=2

1

2
e−

i−1
2 t (n− 1)!

(−1)i−2(i− 2)!(n− i)!
=

n∑
i=2

n− 1

2

(n− 2)!(−1)i−2

(i− 2)!(n− i)!
e−

i−2
2 te−

t
2

=
n− 1

2
e−

t
2 {

n∑
i=2

(
n− 2
i− 2

)
(−1)i−2(e−

t
2 )i−2}

i− 2 = k とすると,

=
n− 1

2
e−

t
2 {

n−2∑
k=0

(
n− 2
k

)
(−1)k(e−

t
2 )k} =

n− 1

2
e−

t
2 (1− e−

t
2 )n−2

よって,

fTtotal
(t) =

n− 1

2
e−

t
2

n−2∑
j=0

(
n− 2
j

)
1n−2−j(−e−

t
2 )j =

n− 1

2
e−

t
2 (1− e−

t
2 )n−2

また,次のような式変形も成り立つ.

∏
j=2,j ̸=i

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

=
∏

2≤j≤i−1

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

∗
∏

i+1≤j≤n

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

∏
2≤j≤i−1

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

=
1 ∗ 2 · · · ∗ (i− 2)

(2− i)(3− i) · · · (−2)(−1)
= (−1)i−2 = (−1)i
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∏
i+1≤j≤n

j−1
2

j−1
2 − i−1

2

=
i(i+ 1) · · · (n− 1)

1 ∗ 2 ∗ · · · (n− i− 1)(n− i)
=

(n− 1)!

(i− 1)!(n− i)!
=

(
n− 1
i− 1

)
よって,次の様な表現式も成り立つ.

fTtotal
(t) =

n∑
i=2

(−1)i
(
n− 1
i− 1

)
i− 1

2
e−

i−1
2 t

2.3 有限次元分布の収束 (Kingman(1982c))

これまで,ライトフィッシャーモデルではタイムスケールが N,モランモデルではタイムスケー

ルを
N2

2
とした離散時刻マルコフ連鎖に対し, N に関して極限をとることにより連続時間の同じ生

成作用素に従うマルコフ連鎖に収束することを示した. 今度はもっと一般的なタイムスケールにお

いて,同じく生成作用素Qに従う連続時間のマルコフ連鎖に収束することを示すことで定式化する.

A = (aϵ,η)を aϵ,η ≥ 0,
∑
η

aϵ,η = 1を満たす確率行列とする.今,ノルムを ||A|| = max
ϵ

∑
η

|aϵ,η|と

すると,A は縮小作用素（||A|| ≤ 1) である. 2 つの縮小作用素 Ai,Bi(i = 1, 2, · · · , r) を用いれ

ば ||A1A2 · · ·Ar − B1B2 · · ·Br|| ≤
r∑

i=1

||Ai − Bi||.まず, r = 2の時,

||A1A2 − B1B2|| ≤ ||A1A2 − A1B2||+ ||A1B2 − B1B2||

≤ ||A1||・||A2 − B2||+ ||A1 − B1||・||B2||

≤
∑
i=1,2

||Ai − Bi||

同様にして一般の r の場合を証明する.

||A1A2 · · ·Ar − B1B2 · · ·Br|| ≤ ||A1A2 · · ·Ar−1Ar − A1A2 · · ·Ar−1Br||

+||A1A2 · · ·Ar−1Br − A1A2 · · ·Br−1Br||+ · · ·

· · ·+ ||A1B2 · · ·Br−1Br − B1B2 · · ·Br|| ≤
r∑

i=1

||Ai − Bi||

これより,

||PN
[ t
cN

] − (I+ cNQ)
[ t
cN

]|| ≤ t

cN
||PN − (I+ cNQ)|| = t||PN − I

cN
−Q||

ゆえに,

lim
N→∞

PN
[ t
cN

]
= lim

N→∞
(I+ cNQ)

[ t
cN

]
= etQ

但し, PNは (α, β)成分が PN (α, β)で表される離散時刻の遷移確率行列で, cNは N に関する時間

スケールである. これより, 連続時間の生成作用素 Q に従うマルコフ連鎖 {R(t)} への収束が導か
れる. 後, 有限次元分布の収束を証明する. 離散時間マルコフ連鎖 {RN (t)} のタイムスケールを
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1

cN
として取り直した確率過程 RN

(
[
t

cN
]
)
をR̂N (t) とした時,任意の n ∈ N(N は自然数全体),時

点 t1 < t2 < · · · < tn, x1, · · · , xn ∈ Enに対し,

lim
N→∞

P (R̂N (t1) = x1, R̂N (t2) = x2, · · · , R̂N (tn) = xn) = P (R(t1) = x1, R(t2) = x2, · · · , R(tn) = xn)

となることを示す. 証明は以下のようである.今,初期状態を x0とすると,

P (R̂N (t1) = x1, R̂N (t2) = x2, · · · , R̂N (tn) = xn) = (PN (x0, x1))
[ 1
cN

t1] · · · (PN (xn−1, xn))
[ 1
cN

tn]−[ 1
cN

tn−1]

N に関して極限をとれば,

lim
N→∞

P (R̂N (t1) = x1, R̂N (t2) = x2, · · · , R̂N (tn) = xn)

= (et1Q)x0,x1(e
(t2−t1)Q)x1,x2 · · · (e(tn−tn−1)Q)xn−1,xn

= P (R(t1) = x1, R(t2) = x2, · · · , R(tn) = xn)

これより,有限次元分布の収束が証明された.Kingmanの合祖理論に関しては, cN =
σ2

N
として行え

ば,ライトフィッシャーモデルやモランモデルと同じ生成作用素;

Qα,β =



−

(
|α|
2

)
(|β| = |α|のとき)

1 (|β| = |α| − 1のとき)

0 (その他)

(11)

に従う連続時間のマルコフ連鎖に収束する.この結果からもわかるように,Kingmanの合祖理論にお

いてもライトフィッシャーモデルやモランモデルのように同じ生成作用素に従う連続時間のマルコ

フ連鎖に収束することがわかった.また,有限次元分布の収束により,離散時刻から連続時間への経

路（path）の収束が導かれた.
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2.4 突然変異を含む合祖過程

この節では突然変異を考慮に入れたとき,サンプル遺伝子の DNA配列中の分離サイトの数の分

布およびサンプル中の異なるアレルタイプの数に関する Ewensのサンプリング公式を導く.

突然変異は常に異なる塩基サイトに起こるという無限サイトモデル(Infinite-site model)を仮定す

る. 1遺伝子当たりの突然変異率を u =
θ

2N
とする.

突然変異の数をK とすると,時間ｔの間に生じる突然変異の数は次の二項分布に従う.

P (K = k|t) =
(
N
k

)( θt

2N

)k(
1− θt

2N

)N−k

よって, N に関して極限をとれば,ポアソン分布になる.

lim
N→∞

(
N
k

)( θt

2N

)k(
1− θt

2N

)N−k

=
(θt
2

)k 1

k!
e−

θt
2

となる.今これを連続時間の突然変異数における確率とし,

P (K = k|t) =
(θt
2

)k 1

k!
e−

θt
2

と書くことにする.サンプルした n本の配列の中にある分離サイト (segregating sites)の数を Sと

する.無限サイトモデルのもとでサンプル中の分離サイトの数は系図上の全長 (Ttotal)上に生じた

突然変異の数に等しいので,この確率は次のように表される：

P (S = k) =

∫ ∞

0

P (S = k|t)fTtotal
(t)dt =

(θ
2

)k n∑
i=2

(−1)i
(
n− 1
i− 1

)
i− 1

2

∫ ∞

0

tk

k!
e−

θ+i−1
2 tdt

部分積分法によって,

=
(θ
2

)k n∑
i=2

(−1)i
(
n− 1
i− 1

)
i− 1

2

( 2

θ + i− 1

)k+1

=
n∑

i=2

(−1)i
(
n− 1
i− 1

)( i− 1

θ + i− 1

)( θ

θ + i− 1

)k
突然変異数の平均及び分散はWatterson(1975)より

E[S] = E[K]E[Ttotal] = θ
n−1∑
i=1

1

i
∼= θlog(n)

V [S] = V [K]E[Ttotal]+E2[K]V [Ttotal] =
(θ
2

)(
2

n−1∑
i=1

1

i

)
+
(θ
2

)2(
4

n−1∑
i=1

1

i2

)
= θ

n−1∑
i=1

1

i
+θ2

n−1∑
i=1

1

i2

備考: Xiを各 iについて独立同分布な確率変数とする. Y =
∑K

i=1 Xi(K は確率変数)とした

時,平均,分散に対して次の式が成り立つ.

E[Y ] = E[K]E[Xi]

V [Y ] = E[K]V [Xi] + V [K]E2[Xi]
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Ewensのサンプリング公式 (Ewens(1972));ある集団から n個のサンプルを取り出したとき,そ

の中に含まれる各アレルタイプの遺伝子の個数についてEwensのサンプリング公式と呼ばれる式が

ある.アレルタイプの数を pとする.

ak :サンプル中に k 個含まれているアレルタイプの数

a = (a1, a2, · · · , an)とすると,
n∑

k=1

kak = n,

p∑
k=1

ak = pである.この時,

P (a1, a2, · · · , an) =
n!

(θ)n

n∏
j=1

θaj

jajaj !

但し, (θ)n = θ(θ + 1) · · · (θ + n − 1) である.この式の導出方法を説明しよう. 系図上で祖先の数

が j の時,生じる事象がその時点で k 個の祖先をもつアレルクラスで合祖が起こる確率は

k(k − 1)

2
/
jθ + j(j − 1)

2

突然変異である確率は
θ

2
/
jθ + j(j − 1)

2

であるから,よって, 1から nまでナンバーのついた遺伝子中に, A1, A2, · · · , Apの p種のアレルを

それぞれ k1, k2, · · · , kp個ずつ含んでいる確率は

P (k1, k2, · · · , kp) =
n∏

j=1

1
jθ+j(j−1)

2

p∏
i=1

( ki∏
l=2

l(l − 1)

2

)(θ
2

)p n!∏p
i=1 ki!

=
θp

(θ)n

p∏
i=1

(ki − 1)!

a = (a1, a2, · · · , an)だから, i個のサンプルを含むアレルタイプが ai個あるので
p∏

i=1

ai!通りある.そ

のそれぞれのアレルタイプ内で i個の遺伝子について順番の付け方は i!通り.よって, n個のサンプ

ル遺伝子において,アレルタイプと,そのタイプ内での順番によって

n!∏n
j=1(j!)

ajaj !

通りある. ki = j となるラベル iの個数は aj個あることから,

p∏
i=1

(ki − 1)! =
n∏

j=1

((j − 1)!)aj

となることがわかるから,これを前式の P (k1, k2, · · · , kp)に用いると,求める式が出る. 具体的な説

明を以下の図 8で示す.
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(例)

n = 5, p = 2の場合, k1 = 3, k2 = 2とすれば,

3∗2
2

5θ+5∗4
2

∗
2∗1
2

4θ+4∗3
2

∗
2∗1
2

3θ+3∗2
2

∗
θ
2

2θ+2∗1
2

∗
θ
2
θ
2

=

5∏
j=1

1
jθ+j(j−1)

2

2∏
i=1

( ki∏
l=2

l(l − 1)

2

)(θ
2

)2
となる.

　　　 A BA BA 　　　

図 8 n = 5, p = 2, k1 = 3, k2 = 2の場合の系図例
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3 地理的構造を持つ合祖モデル (Structured Coalescent model)

第２章の合祖モデルは任意交配集団という条件で導かれるものであり,現実の生物集団の生息域

には様々な地理的制約があり,個体間の交配は多かれ少なかれある程度の範囲に限られる.このよう

な地理的構造を考慮に入れたモデルには歴史的にはMalecot(1967), Kimura(1953), Kimura and

Weiss(1964), Maruyama(1970) 等の多くの研究がある. これらの研究は離れた分集団間からサン

プルした２つの遺伝子が Identical by Descentである確率（同じ祖先に由来する確率）を求めたも

のである.Kimura(1953)のモデルは飛び石モデルと呼ばれているが,地理的構造を持つ Structured

Coalescent Model(SCM)は飛び石モデルを任意個数のサンプルに拡張したモデルと考えることも

できる. 一般的な形での SCM は Notohara(1990) によって導入されたが, 数学的に厳密な意味で

の SCMの導出の証明は Herbots(1994,1997)によって保存的移住率でかつ繁殖がライト・フィッ

シャーモデルという限定的な条件下で与えられた.本論文では一般的な非保存的な移住率でかつ可

換モデルという一般的な繁殖モデルで,適正な条件の下で SCMが導かれることを示す.本章では,

移住後の集団のサイズが変化する非保存的移住 (Non-conservative migration) とより一般的な繁

殖 (Cannings’ reproduction)の場合に対しタイムスケールを取り直した離散時刻の祖先過程が,集

団サイズ (N)を無限に大きくすることにより,生成作用素；

Qα,β =



−
∑
i∈S

(
αi

Mi

2
+

σ2αi(αi − 1)

2ci

)
(β = αのとき)

αi
Mi,j

2
(β = α− ϵi + ϵj (i ̸= j)のとき)

σ2αi(αi − 1)

2ci
(β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

に従う地理的構造を持つ合祖過程に収束することを示す. 但し, 後に詳しく述べるが, αiは分集

団 iに属する祖先の数, S = {k, j, · · · }で k, j は各分集団を表す.Mi,jは分集団 iから分集団 j に移

ってきた個体数の割合. また,Mi =
∑
j ̸=i

Mi,jである. α, βは祖先の地理的配置を表す無限次元のベ

クトルで, ciは分集団 iのサイズを決定する比例定数である. Qの成分に対しては, αi
Mi,j

2
は祖先αi

の中の 1つが分集団 iから分集団 j に移住する割合,
σ2αi(αi − 1)

2ci
は分集団 iの祖先数がαiである

時の合祖率を表している. Ni = 2ciN を繁殖後の分集団 iの個体数, Ni
∗を移住後の分集団 iの個

体数とすれば, 1世代当たりの集団サイズの推移は次の図 9のように表される；
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Nk

j

mN

N

N

Nk*

m*

j*N

Nk

Nm

jN

移住 繁殖

　　　

図 9 移住と繁殖のプロセス (分集団の数が 3 つの場合. 移住前の集団サイズを Nk, Nj , Nm

とした時, 移住によって集団サイズが Nk
∗, Nm

∗, Nj
∗ に変化し, 繁殖によって元の集団サイズ

Nk, Nj , Nm に戻る.)
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3.1 離散時間モデル

任意交配を行っている一つの生物集団からランダムに取り出した複数の中立な遺伝子サンプル

の系図は, 1980年代初めに Kingman等によってある条件下で, Coalescentモデルと呼ばれる連続

時間マルコフ連鎖モデルで表現されることが示された. しかし, 生物集団が任意交配を行うことは

稀であり, 生物集団がもつ地理的な構造は遺伝的多様性及び進化に大きな影響を持つ. この研究で

は地理的構造を持つ生物集団からランダムに取り出した複数の遺伝子の系図を表現するモデルを

離散時間モデルから出発し,集団サイズを大きくするという極限操作により連続時間の Structured

Coalescentモデルと呼ばれる連続時間マルコフ過程へ弱収束 (確率分布の収束)することを証明す

る. Herbots(1997)は保存的移住 (conservative migration)という条件の下で離散時間モデルから

連続時間モデルへの収束を示したが,これをより一般の移住率の下で証明を与えることができた.

移住率について

qi,jを
∑

j ̸=k qk,j ≤ 1を満たす,分集団 iから j へ移住する割合とする.

今,次のような (i)(ii)を仮定する；

(i) ci と K は定数で 1 ≤ ci < K を満たす.

(ii)

qi,j =
qi,j

∗

4N
, i ̸= j.

ここで,

　 sup
k∈S

∑
j∈S, j ̸=k

qk,j
∗ < ∞, sup

k∈S

∑
j∈S, j ̸=k

qj,k
∗ < ∞ (12)

が成り立つ. 後向き移住率mi,jは移住後の分集団 iでの総個体数と分集団 j から分集団 iへ移住し

た個体数との割合であり,次式で与えられる.

mi,j =
Njqj,i
Ni

∗ , i ̸= j.

また, 分集団 iから他の分集団へ移住する割合mi は,

mi =
∑
j ̸=i

mi,j =
∑
j ̸=i

Njqj,i
Ni

∗

で与えられる. 分集団 iにおける移住後の個体数 Ni
∗ について,次のように表すことができる.

Ni
∗ =

∑
k ̸=i

Nkqk,i +Ni

(
1−

∑
j ̸=i

qi,j

)
=
∑
k ̸=i

2ckN
qk,j

∗

4N
+ 2ciN

(
1−

∑
j ̸=i

qi,j
∗

4N

)
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= 2ciN +
1

2

(∑
k ̸=i

ckqk,i
∗ − ci

∑
j ̸=i

qi,j
∗
)
= 2ciN +

Qi

2
(13)

但し,

Qi =
∑
k ̸=i

ckqk,i
∗ − ci

∑
j ̸=i

qi,j
∗ (14)

で表され, 任意の i ∈ S に対して, Qi = 0が成り立つとき,保存的移住と呼ばれる. Qi について,仮

定から,

|Qi| = |
∑
k ̸=i

ckqk,i
∗ − ci

∑
j ̸=i

qi,j
∗| ≤ K|

∑
k ̸=i

qk,i
∗ +

∑
j ̸=i

qi,j
∗|

≤ K
(
sup
k

∑
j ̸=k

qk,j
∗ + sup

k

∑
j ̸=k

qj,k
∗
)
≤ C (15)

但し, C は iに依存しないある正定数である.またmi,j についての評価から,連続時間での移住率は,

mi,j =
Njqj,i
Ni

∗ =
2cjNqj,i

2ciN + 1
2Qi

≤ K

2

qj,i
∗

2N − 1
2C

lim
N→∞

4Nmi,j =
cj
ci
qj,i

∗

cjqj,i
∗

ci +
Qi

4N

≤ cjqj,i
∗

1− C
4N

≤ Kqj,i
∗

1− C
4N

< ∞

その他,ルベーグの収束定理を用いて,

lim
N→∞

4Nmi = lim
N→∞

∑
j ̸=i

4Nmi,j = lim
N→∞

∑
j ̸=i

cjqj,i
∗

ci +
Qi

4N

=
∑
j ̸=i

cj
ci
qj,i

∗

よって,以下では,連続時間の移住率をそれぞれ

Mi =
∑
j ̸=i

cj
ci
qj,i

∗

Mi,j =
cj
ci
qj,i

∗

で定義する.他,十分 Nが大きいときは,

4Nmi ≤ 2
∑
j ̸=i

cj

ci − C
4N

qj,i
∗ ≤ 2K

∑
j ̸=i

qj,i
∗ = 2K

(
sup
i

∑
j ̸=i

qj,i
∗
)
= M

但し, M は正定数.従って,

sup
i∈S

mi ≤
M

4N
, sup

i∈S
Mi ≤ K sup

i∈S

∑
j ̸=i

qj,i
∗ ≤ M

2
(16)

となる.
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繁殖について（Cannings’ Reproduction)(Cannings(1974))

非負整数全体を Z+で表す. 即ち, Z+ = {0, 1, 2, · · · }である. 現在から過去に向かって番号付け

をした世代を r ∈ Z+で表す. r = 0は現在の世代, r = 1は１世代前の世代を表す.

νi
(l,r) は分集団 l ,第 r 世代前における i番目の個体の子供の数を表す.

この {νi(l,r)}について,次の仮定をおく.

仮定

(i) 任意の l ∈ S に対して,
∑

i=1,2,··· ,Nl
∗

νi
(l,r) = Nl

(ii) l(∈ S)は固定, (ν1
(l,r), ν2

(l,r), · · · , νNl

(l,r))は r(∈ Z+)に関して独立同分布に従う.

(iii)l ∈ S, r ∈ Z+を固定した時, ν1
(l,r), ν2

(l,r), · · · , νNl
∗ (l,r)は可換である.

即ち, {n1, n2, · · · , nd}を {1, 2, · · · , d}(d = Nl
∗)の任意の置換とするとき,

P{ν1(l,r) = s1, ν2
(l,r) = s2, · · · , νd(l,r) = sd} = P{νn1

(l,r) = s1, νn2

(l,r) = s2, · · · , νnd

(l,r) = sd}

が成り立つ.ここで, s1, s2, · · · , sd ∈ Z+,かつ s1 + s2 + · · ·+ sd = Nlである.

(iv) 分散をσ2(= E[(ν1
(l,r))2]− E2[ν1

(l,r)]) > 0と置いたとき,

lim
N→∞

sup
l∈S

|E[{ν1(l,r)}
2
]− (σ2 + 1)| = 0

(v) k ≥ 1,

Kk
∗ = sup

l∈S,N
E[{ν1(l,r)}

k
] < ∞ (17)

cN
lはある世代で分集団 l に含まれる選ばれた２個体が１世代遡った時に共通の親を持つ確率とす

ると,

cN
l =

∑Nl
∗

i=1 E[νi
(l,r)(νi

(l,r) − 1)]

Nl(Nl − 1)
=

Nl
∗E[{νi(l,r)}

2
]

Nl(Nl − 1)
− 1

Nl − 1

となる. ここで,

lim
N→∞

2NcN
l =

σ2

cl
(18)

が成り立つことが容易にわかる.
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後ろ向き移住行列

まずはじめにいくつか新しい仮定をおく.

α = (α1, α2, · · · ). 但し, αi ∈ Z+は分集団 i に属する祖先の数. 時刻の意味合いを付けてα =

α(t), t = 0, 1, 2, · · ·とするとき, |α(0)| = n, |α| =
∑

k∈S αkは全ての分集団の祖先の総数を表す.

集合 E = {α ∈ Z+
S :
∑

i∈S αi ≤ n}は全ての分集団における地理的配置を表すベクトルの全体集
合である.

α = (αi; i ∈ S), β = (βi; i ∈ S), α± β ∈ E のとき, α± β = (αi ± βi; i ∈ S)と定義する.

また, ϵk ∈ E を単位ベクトル (ϵk)i = δk,iで定義する.

先ず,後ろ向き移住について考察する.

RN
(m)(α);αの中の２つ以上の祖先が移住者である確率とする.

RN
(m)(α) ≤

∑
k∈S

(
αk

2

)(
Nk

∗ − 2
mkNk

∗ − 2

)
(

Nk
∗

mkNk
∗

) +
∑
k∈S

(
αk

1

)(
Nk

∗ − 1
mkNk

∗ − 1

)
(

Nk
∗

mkNk
∗

) ∑
l ̸=k

(
αl

1

)(
Nl

∗ − 1
mlNl

∗ − 1

)
(

Nl
∗

mlNl
∗

)
≤
∑
k∈S

(αkmk)
2 +

∑
k∈S

αkmk

∑
l ̸=k

αlml = (
∑
k∈S

αkmk)
2

であるから, (14)により,

RN
(m)(α) ≤ M2|α|2

16N2

となる.また, αの中の一つが分集団 iから分集団 jに移る確率は,(
αi

1

)(
Ni

∗ − αi

mi,jNi
∗ − 1

)
(

Ni
∗

mi,jNi
∗

)
(
Ni

∗ −mi,jNi
∗ − αi + 1

miNi
∗ −mi,jNi

∗

)
(

Ni
∗ −mi,jNi

∗

miNi
∗ −mi,jNi

∗

) ∏
k ̸=i

(
Nk

∗ − αk

mkNk
∗

)
(

Nk
∗

mkNk
∗

)

= αimi,j
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

今, RN
(m)(α, β)を後ろ向き移住において, αから β に変化し,かつ, αの中の２つ以上の個体が移

住者である確率とすると,後ろ向き移住における確率は次のようになる.
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PN
(m)(β|α) =

1−
∑
i∈S

αimi
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

−
∑
γ ̸=α

RN
m(α, γ)

if β = α

αimi,j
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

+RN
m(α, α− ϵi + ϵj)

if β = α− ϵi + ϵj (j ̸= i)

RN
(m)(α, β) otherwise

また,次式が成立する. ∑
β ̸=α

RN
(m)(α, β) ≤ RN

(m)(α) ≤ (
∑
k∈S

αkmk)
2

後ろ向き繁殖行列

RN
(r)(α)をα に含まれる 2つ以上のペアが共通の親を持つ確率とすると,

RN
(r)(α) =

∞∑
v=2

PN
(r)
(
{exactly v pairs of individuals in α each share a parent}

)
(19)

まず初めに RN
(r)(α)の評価をする. 明らかに次の不等式が成立する.

但し,ここでは al = Nl
∗, bl = Nlとした.

al
bl

= 1 +
1

2N

Ql

2cl
≤ 2,

al − 1

bl − 1
≤ 2

al
bl

≤ 4,
1

bl − 1
≤ 1

bl − 2
≤ 1

bl − 3
≤ 1

N

|cNl| ≤ 2
K2

∗

N
, for N ≥ max(3,

C

4
)

そこで, αに属する 2つ,もしくはそれ以上のペアが共通の親を持つ事象は次の 2つに分けて考えら

れる：

Case(1) : 2つのペアが違う分集団に属していて,共通の親を持つ事象

Case(2) : 2つのペアが同じ分集団に属していて,共通の親を持つ事象

明らかに,

RN
(r)(α) ≤ P (Case(1)) + P (Case(2))

まず, P (Case(1))について評価する.
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l1 ̸= l2 ,

al1∑
i=1

νi
(r,l1)(νi

(r,l1) − 1)

bl1(bl1 − 1)
と

al2∑
i=1

νi
(r,l2)(νi

(r,l2) − 1)

bl2(bl2 − 1)
は互いに独立である.よって,

P (Case(1)) ≤
(
V
2

)
(2K2

∗)
2

N2
≤ n4(2K2

∗)
2

8N2
≤ C1

N2

但し,V =
∑
i∈S

(
αi

2

)
, C1 =

n4(K2
∗)2

2

次に P (Case(2))について評価する.

P (Case(2)) ≤
∑
l∈S

(Pl
(1) + Pl

(2))

但し,

Pl
(1) =

(
αl

3

)
al∑
i=1

E[νi
(l,r)(νi

(l,r) − 1)(νi
(l,r) − 2)]

bl(bl − 1)(bl − 2)

Pl
(2) =


(
αl

2

)
2

 ∑
i ̸=j,1≤i,j≤al

E[νi
(l,r)(νi

(l,r) − 1)νj
(l,r)(νj

(l,r) − 1)]

bl(bl − 1)(bl − 2)(bl − 3)

Pl
(1) をまず評価すると,

Pl
(1) ≤ αl

3

6

alE[ν1
(l,r)3]

bl(bl − 1)(bl − 2)
≤ αl

3

6

2K3
∗

N2

だから,

∑
l∈S

Pl
(1) ≤ 2n3Kk

∗

6N2
=

n3K3
∗

3N2

次に Pl
(2) を評価すると,

Pl
(2) ≤ al(al − 1)

bl(bl − 1)

αl
2

2

2

 E[ν1
(l,r)2ν2

(l,r)2]

(bl − 2)(bl − 3)
≤ αl

4K4
∗

N2

より,

∑
l∈S

Pl
(2) ≤ n4K4

∗

N2
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これらのことから,

P (Case(2)) ≤
(n3

3
K3

∗ + n4K4
∗
) 1

N2
=

C2

N2

但し, C2 =
(n3

3
K3

∗ + n4K4
∗
)
である.従って,

RN
(r)(α) ≤ C1 + C2

N2

がわかる. β /∈ {α} ∪ {α − ϵi; i ∈ S}のとき, RN
(r)(α, β)は後ろ向き繁殖においてαからβへ移る

確率とする.このとき,

RN
(r)(α) =

∑
β/∈{α}∪{α−ϵi;i∈S}

RN
(r)(α, β)

となる. RN
(r)(α, α− ϵi)は,次の式を満たす量として,定義する.

PN
(r)(α− ϵi|α) =

(
αi

2

)
cN

i −RN
(r)(α, α− ϵi)

ここで, PN
(r)(α− ϵi|α)は後ろ向き繁殖で αから α− ϵi へ移る確率である.

∑
i∈S

PN
(r)(α− ϵi|α) = PN

(r)
(
{exactly one pair of individual in α each share a parent}

)
(20)

であり,かつ,

∑
i∈S

(
αi

2

)
cN

i =
∞∑
v=1

vPN
(r)
(
{exactly v pairs of individuals in α each share a parent}

)
(21)

だから, (21)の両辺から（20）の両辺を取り去って,

∑
i∈S

RN
(r)(α, α−ϵi) =

∞∑
v=2

vPN
(r)
(
{exactly v pairs of individuals in α each share a parent}

)
(22)

が成り立つことがわかる. (19)と (22)により,不等式,

2RN
r(α) ≤

∑
i∈S

RN
(r)(α, α− ϵi) ≤

(
n
2

)
RN

(r)(α) (23)

が成り立つことがわかる.この不等式を用いて,

∑
β ̸=α

RN
(r)(α, β) ≤

((
n
2

)
+ 1
)
RN

(r)(α) (24)
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が成り立つことがわかる.

従って,後ろ向き繁殖における推移確率 PN
(r)(β|α)は,

PN
(r)(β|α) =

1−
∑
i∈S

(
αi

2

)
cN

i +
∑
i∈S

RN
(r)(α, α− ϵi)−

∑
γ /∈{α}∪{α−ϵi:i∈S}

RN
(r)(α, γ) (β = αのとき)

(
αi

2

)
cN

i −RN
(r)(α, α− ϵi) (β = α− ϵiのとき)

RN
(r)(α, β) (その他)

となる.

3.2 有限次元分布の収束

後向き移住と後ろ向き繁殖を組み合わせて,後ろ向き遷移確率は次のようになる.

PN (β|α) =
∑
γ

PN
(r)(γ|α)PN

(m)(β|γ)

PN ,PN
(m),PN

(r)を,それぞれ移住と繁殖,移住,繁殖に対する１ステップの遷移確率行列とし,

{α(N)(τ)}τ∈Z+
= {(αi

(N)(τ))i∈S}τ∈Z+
は初期状態α(N)(0) = αをもつ,遷移確率 PNに従う E 上

の離散時刻マルコフ連鎖とする.このとき, {αi
(N)([2Nt])}の有限次元分布が,初期状態α(0) = αで

ある地理的構造を持つ合祖過程 {α(t)}t≥0の有限次元分布に収束することを示す. 1 ステップの後

ろ向き遷移確率を行列の形で表せば,

PN = PN
(r)PN

(m)

となる. Iを

Iα,β = δα,β =

{
1 (β = αのとき)

0 (その他)

とすると,

PN
(m) = I+

QN
(m)

2N
+ RN

(m) PN
(r) = I+

QN
(r)

2N
+ RN

(r)
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但し,

(RN
(m)

)α,β =

−
∑
γ ̸=α

RN
(m)(α, γ) (β = αのとき)

RN
(m)(α, β) (その他)

(RN
(r))α,β =


∑
i∈S

RN
(r)(α, α− ϵi)−

∑
β/∈{α}∪{α−ϵi}

RN
(r)(α, β) (β = αのとき)

−RN
(r)(α, α− ϵi) (β = α− ϵiのとき)

RN
(r)(α, β) (その他)

(QN
(m))α,β =

−
∑
i∈S

αi(2Nmi)
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

(β = αのとき)

αi(2Nmi,j)
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

(β = α− ϵi + ϵj (j ̸= i)のとき)

0 (その他)

(QN
(r))α,β =



−
∑
i∈S

(
αi

2

)((
1 +

Qi

4ciN

)E[{ν1(i,r)}
2
]

ci − 1
2N

− 1

ci − 1
2N

)
(β = αのとき)

(
αi

2

)((
1 +

Qi

4ciN

)E[{ν1(i,r)}
2
]

ci − 1
2N

− 1

ci − 1
2N

)
(β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

特に, QN
(r) については,

cN
l =

∑Nl
∗

i=1 E[νi
(l,r)(νi

(l,r) − 1)]

Nl(Nl − 1)
=

1

2N

((
1 +

Ql

4clN

)E[{ν1(l,r)}
2
]

cl − 1
2N

− 1

cl − 1
2N

)
であることを用いた.
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今,分集団の数は可算無限個存在するから,この行列に次のようなノルムを与える.

||A|| = sup
α

∑
β

|Aα,β |

QN
(m)を評価すれば,

∑
i∈S

αimi
Ni

∗

Ni
∗ −miNi

∗ − αi + 1

∏
k∈S

∏
a=0,··· ,αk−1

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

=
∑
i∈S

αimi

αi−2∏
l=0

Ni
∗ −miNi

∗ − l

Ni
∗ − 1− l

∏
k∈S,k ̸=i

αk−1∏
α=0

Nk
∗ −mkNk

∗ − a

Nk
∗ − a

≤ nM

4N

||QN
(m)|| ≤ nM (25)

QN
(r),RN

(m),RN
(r) を評価すれば,

||QN
(r)|| ≤ 2

∑
i∈S

(
αi

2

)((
1 +

Qi

4ciN

)E[{ν1(i,r)}
2
]

ci − 1
2N

− 1

ci − 1
2N

)

≤ 2
∑
i∈S

(
αi

2

)((
1 +

C

4N

)E[{ν1(i,r)}
2
]

1− 1
2N

)
≤ 4

(
n
2

)
(1 + C)K2

∗ < ∞ (26)

||RN
(m)|| ≤ M2n2

8N2
, ||RN

(r)|| ≤ n2(C1 + C2)

N2
(27)

但し,最後の式に関しては次の２つの関係式を用いた.

∑
i∈S

RN
(r)(α, α− ϵi) ≤

(
n
2

)
RN

(r)(α) ≤
(
n
2

)
(C1 + C2)

N2

∑
β ̸=α

RN
(r)(α, β) ≤

((n
2

)
+ 1
)
RN

(r)(α) ≤
((n

2

)
+ 1
) (C1 + C2)

N2

以上より,

PN = I+
QN + πN

2N
(28)

が成り立つ.但し,　

　 QN = QN
(m) +QN

(r)

πN = 2N
(
RN

(r) + RN
(m) + RN

(r)RN
(m) +

QN
(r)RN

(m)

2N
+

RN
(r)Q(m)

2N
+

QN
(m)Q(r)

4N2

)
(29)
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であるから,

lim
N→∞

QN = Q

即ち,
任意のα, β ∈ E に対して lim

N→∞
(QN )α,β = Qα,β

が成り立つことがわかる. 但し,

Qα,β =



−
∑
i∈S

(
αi

Mi

2
+

σ2αi(αi − 1)

2ci

)
(β = αのとき)

αi
Mi,j

2
(β = α− ϵi + ϵj (i ̸= j)のとき)

σ2αi(αi − 1)

2ci
(β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

有限次元分布の収束を示すために次の式が成り立つことを証明する；

lim
N→∞

PN
[2Nt] = etQ

まず, ||Q|| ≤ nM + 2σ2

(
n

2

)
< ∞ より, etQ =

∞∑
v=0

tvQv

v! が存在する.なぜなら成分ごとにも,

任意のα, β ∈ E に対し, |(etQ)α,β | ≤
∞∑
v=0

tv|(Qv)α,β |
v! ≤

∞∑
v=0

tv||Q||v
v! = et||Q|| < ∞

が成立するからである.よって,

PN
[2Nt] =

(
I+

QN + πN

2N

)[2Nt]

=
[2Nt]∑
v=0

(
[2Nt]
v

)
( 1
2N )v(QN + πN )v

=
[2Nt]∑
v=0

[2Nt]([2Nt]−1)···([2Nt]−v+1)
(2N)v

(QN+πN )v

v!

この成分については,

(PN
[2Nt])α,β =

∞∑
v=0

av,N (30)
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但し,

　 av,N = I{v≤[2Nt]}
[2Nt]([2Nt]− 1) · · · ([2Nt]− v + 1)

(2N)v
(QN + πN )vα,β

v!
(31)

I{v≤[2Nt]} =

{
1 (v ≤ [2Nt]のとき)

0 (その他)

(25),(26)によって,

||QN || ≤ ||QN
(m)||+ ||QN

(r)|| ≤ C∗ < ∞ (32)

但し,

C∗ := nM + 4

(
n
2

)
(1 + C)K2

∗ (33)

(25),(26),(27),(29)によって,

||πN || ≤ k1
N

, ||AN || ≤ k2
N

(34)

但し,この AN とは,次式を満たす行列のことである:

(QN + πN )v = QN
v + AN

また,k1, k2は N に依存しない定数である. 今,行列 Vを,

(V)α,β =



nK
∑
j ̸=i

qi,j
∗ + 2

(
αi

2

)
{(1 + C)K2

∗} (β = αのとき)

nKqi,j
∗ (β = α− ϵi + ϵj (i ̸= j)のとき)

2

(
αi

2

)
{(1 + C)K2

∗} (β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

と定義すると,

||V|| ≤ 2nK sup
i∈S

∑
j ̸=i

qi,j
∗ + 4

(
n
2

)
(1 + C)K2

∗ < ∞

が成立し,しかも,成分ごとには,

|(QN )α,β | ≤ (V)α,β
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が成立していることがわかる.よって,有界収束定理から,

lim
N→∞

(QN
v)α,β = lim

N→∞

∑
γ1,γ2,··· ,γv−1

(QN )α,γ1・(QN )γ1,γ2 · · · (QN )γv−1,β

=
∑

γ1,γ2,··· ,γv−1

(Q)α,γ1・(Q)γ1,γ2 · · · (Q)γv−1,β = (Qv)α,β

以上のことから,

lim
N→∞

(QN + πN )v = Qv

任意の v ∈ Z+に対して,

lim
N→∞

av,N =
tv(Qv)α,β

v!
α, β ∈ S (35)

十分大きな全ての自然数 N に対して, (31), (32), (34)から,

|av,N | ≤ tv||QN + πN ||v

v!
≤ tv(C∗ + 1)

v

v!
　 α, β ∈ S (36)

となる.このことから,

∞∑
v=0

tv(C∗ + 1)
v

v!
= et(C

∗+1) < ∞

となることがわかる.よって (30), (31)と (35), (36)を用いて,有界収束定理から,

任意のα, β ∈ E に対して、 lim
N→∞

(PN
[2Nt])α,β =

∞∑
v=0

tv(Qv)α,β
v!

= (etQ)α,β

このことを用いて,有限次元分布の収束を示す.

P{α(N)([2Nt1]) = x1 , · · · , α(N)([2NtN ]) = xN}

= (PN
[2Nt1])α,x1

(PN
[2Nt2]−[2Nt1])x1,x2

· · · (PN
[2Ntn]−[2Ntn−1])xn−1,xn

→ (et1Q)α,x1(e
(t2−t1)Q)x1,x2 · · · (e(tn−tn−1)Q)xn−1,xn , N → ∞

即ち,

lim
N→∞

P{α(N)([2Nt1]) = x1 , · · · , α(N)([2NtN ]) = xN} = P{α(t1) = x1 , · · · , α(tN ) = xN}

が示された.よって, E が可算集合だから,このことから, {α(N)([2Nt]); t ≥ 0}の有限次元分布は合
祖過程 {α(t); t ≥ 0}の有限次元分布に収束する.
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3.3 地理的構造を持つ合祖過程の弱収束

相対コンパクト性

E を RSの部分空間とみなすとき（但し,Rは実数全体.）,次のノルムで距離空間（E, d)を定義する.

||X|| = sup
i∈S

|xi| (X = (xi)i∈S ∈ RS) (37)

このノルムの下で Eは可分かつ完備である. Ethier and Kurtz(1986)の Chapter 3, Corollary

7,4を用いて {α(N)([2Nt])}の相対コンパクト性を示すために,次の２条件を確認する :

(a) 任意の η > 0と t ≥ 0に対して,

lim inf
N→∞

P{α(N)([2Nt]) ∈ Γη,t} ≥ 1− η (38)

となるようなコンパクト集合 Γη,t ⊂ E が存在する.

(b) 任意の η > 0と T ≥ 0に対して,

lim sup
N→∞

P{ω′(α(N)([2Nt]) , δ , T ) ≥ η} ≤ η (39)

となるようなδ > 0が存在する.

但し, ω′(α(N)([2Nt]) , δ , T ) = inf
{ti}

max
i

sup
s,t∈[ti−1,ti)

||α(N)([2Ns])− α(N)([2Nt])||である.

また,時刻の列 {ti}に対しては次なる条件を満たすようにとった：
(i) 0 = t0 < t1 < · · · < tk−1 < T ≤ tk

(ii) min
i
(ti − ti−1) > δ

まず (a) を証明する. t を固定する. この時, Sm ⊂ S, Sm;有限集合, S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sm ⊂
Sm+1 ⊂ · · · ,∪∞

m=1Sm = S とし,Γm = {α ∈ E;αi = 0 if i /∈ Sm}（有限集合）とおけば
Γ1 ⊂ Γ2 ⊂ · · · ,∪∞

m=1Γm = E である.この時,

lim
n→∞

P{α(t) ∈ Γn} = P{α(t) ∈ ∪∞
n=1Γn} = P{α(t) ∈ E} = 1

となる.また,有限次元分布の収束により,

P{α(t) ∈ Γn} = lim
N→∞

P{α(N)([2Nt]) ∈ Γn}

これらのことから, (a)は明らかである. (b)の証明に移る. pN を

N ∈ Z+ , pN =
C∗ + 1

2N
(40)

とおく.ここで, N を十分大きくとると, pN < 1 , また,そのような各 N に対して,離散時間マルコ

フ連鎖 (ZN , ξN ) = {(ZN (τ) , ξN (τ)) ; τ = 0, 1, 2, · · · }は状態空間 (Z+/{0})×E をもち,その
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遷移確率：

P{(ZN (τ + 1) , ξN (τ + 1)) = (j, β)|(ZN (τ) , ξN (τ)) = (i, α)} =



1− pN (j = i and β = αのとき)

pN −
∑

γ∈E;γ ̸=α

PN (γ|α) (j = i+ 1 and β = αのとき)

PN (β|α) (j = i+ 1 and β ̸= αのとき)

0 (その他)

但し, PN (β|α)は祖先過程 {α(N)(τ)}τ∈Z+に対するαからβへの遷移確率である. (29), (32), (34), (40)か

ら,任意のα ∈ E に対して,

∑
γ∈E;γ ̸=α

PN (γ|α) =
∑

γ ̸=α(QN + πN )α,γ

2N
≤ pN

であることから,上記の遷移確率行列の要素は全て正である.他,明らかなことだが,全ての η , T >

0に対して,

P{ω′(αN ([2N∗]) , δ , T ) ≥ η} = P{ω′(ξN ([2N∗]) , δ , T ) ≥ η} (41)

である.次に過程 (ZN , ξN )の飛躍時間 (jump time)の列を 0 = ρ0 < ρ1 < · · ·となるように構成
し, τi = ρi − ρi−1 , i ∈ Z+ (inter-jump times)とする. τi は各 iについて互いに独立で,それぞ

れ平均
1

pN
の幾何分布に従うものである (独立同分布). 過程 (ZN , ξN )のジャンプする確率は各世

代 pNである. 今,固定されたη > 0と T > 0を仮定する.次の集合の大小関係を証明する；∃J ∈ Z+

とδ > 0に対して,

{ω′(ξN ([2N∗]) , δ , T ) < η} ⊃ {ρJ ≥ 2NT 　かつ　τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J} (42)

証明するにあたって, まず右の集合を吟味しよう. kN = min{i : ρi ≥ 2NT} とする. 但

し 1 ≤ kN ≤ J で,分割 ti =
ρi
2N

(i = 0, 1, · · · , kN )は 0 = t0 < t1 < · · · < tkN−1
< T ≤ tkN

,か

つ, ti − ti−1 > δ　 (i = 1, · · · , kN ) を満たす分割である.この時, 過程 (ZN (τ) , ξN (τ)) は時刻

ρi−1 ≤ τ ≤ ρiの間で定数の値をとる. 即ち,

ω′(ξN ([2N∗]) , δ , T ) = 0

よって,集合の包含関係 (42)が証明された. 直ちに,

P{ω′(ξN ([2N∗]) , δ , T ) < η} ≥ P{ρJ ≥ 2NT 　かつ　τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}
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がわかる. (b)を示すためには,以下の式を示せばよい：

lim inf
N→∞

P{ρJ ≥ 2NT 　かつ　τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J} ≥ 1− η

実際,

P{ρJ ≥ 2NT 　かつ　τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}

= P{ρJ ≥ 2NT |τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}P{τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}

= P{ρJ ≥ 2NT |τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}(P{τi > 2Nδ})J

ρJ =
∑J

i=1 τi (J 回目の飛躍時刻)であるから,このことから,

P{ρJ ≥ 2NT |τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J} ≥ P{ρJ ≥ 2NT} (43)

がわかる.実際, 各 iについて P{τi = k} = pN (1− pN )k−1 , k ≥ 1だから,

P{ρJ ≥ 2NT} = P{τ1 + τ2 + · · ·+ τJ ≥ 2NT}

= pN
J

∑
li≥1 , i=1,··· ,J. and

∑J
m=1 lm≥2NT

(1− pN )(
∑J

m=1 lm−J) (44)

これで右辺が変形できた.今度は左辺を以下のように変形する.

P{ρJ ≥ 2NT 　かつ　τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}

= P{τ1 + τ2 + · · ·+ τJ ≥ 2NT , τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}

= pN
J

∑
li≥2Nδ , i=1,··· ,J. and

∑J
m=1 lm≥2NT

(1− pN )(
∑J

m=1 lm−J)

P{τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J} = (P{τi > 2Nδ})J = (1− pN )J(2Nδ−1)

これらから左辺の条件付確率を計算すれば,

P{ρJ ≥ 2NT |τi > 2Nδ , i = 1, 2, · · · , J}

= pN
J

∑
li≥2Nδ , i=1,··· ,J. and

∑J
m=1 lm≥2NT

(1−pN )(
∑J

m=1 lm−J)/(1−pN )J(2Nδ−1)

= pN
J

∑
li≥2Nδ , i=1,··· ,J. and

∑J
m=1 lm≥2NT

(1− pN )(
∑J

m=1 lm−2NδJ)

mi = li − 2Nδ + 1 , i = 1, 2, · · · , J とおくと,

= pN
J

∑
∑J

k=1 mk≥2NT−2NδJ+J and mi≥1 , i=1,2,··· ,J

(1− pN )
∑J

k=1 mk−J (45)
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求める不等式 (43)が成立することがこれらの計算によって明らかとなった.但し,ここでは,2Nδ ≤
1としてよいから,−2NδJ + J ≥ 0であることを用いた.

また,

P{ρJ ≥ 2NT} = P{ZN ([2NT ])− ZN (0) < J}

であるから,以上のことから,

P{ω′(αN ([2N∗]) , δ , T ) ≥ η} ≤ P{ZN ([2NT ])− ZN (0) < J}(P{ τi
2N

> δ})J (46)

ここで, τiは幾何分布なので, N に関して極限をとると,
τi
2N
は平均 C∗ + 1に従う指数分布となる

（確率変数を X とする）.また, ZN ([2NT ]) − ZN (0)が二項分布 B([2NT ], pN )に従うので,極限は

平均 T (C∗ + 1)に従うポアソン分布となる (確率変数を Z とする）. (46)から,すぐに

lim inf
N→∞

P{ω′(αN ([2N∗]) , δ , T ) ≥ η} ≥ P{Z < J}(P{X > δ})J (47)

が導き出される. (47)の右辺について J → ∞ , δ → 0とすると, 1に収束する.よって (b)が証明

された. 最後に次のことについて示す.

　‘‘N に関して極限をとれば,祖先過程 {α(N)([2Nt]) : t ≥ 0}は空間 DE [0,∞)の中で生成作用

素 Qに従う,地理的構造を持つ合祖過程 {α(t) : t ≥ 0}に弱収束する.’’

証明については, Ethier and Kurtz(1986)の Chapter 3の Theorem 7.8の (b)を用いる.

{α(N)([2Nt])}N∈Z+は相対コンパクトであり,かつ有限次元分布が収束しているから

α(N)([2Nt])はα(t)に弱収束する.
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4 地理的構造を持つ遺伝子系図に関する種々の結果

4.1 共通祖先に到達するまでの時間の分布

D : 分集団の数, N1, N2, N3, · · · , NDをそれぞれ 1, · · · , D でラベルされた分集団のサイズとす
る. ciを各分集団の集団サイズを決定する比例定数とし, Ni = 2ciN が成立するものとする.今祖

先の数における地理的配置を表すベクトルをα = (α1, α2, · · · , αD) とするとき,前章の結果から

α(N)([2Nt])は N に関して極限をとった時,生成作用素,

Qα,β =



−
∑
i∈S

(
αi

Mi

2
+

σ2αi(αi − 1)

2ci

)
(β = αのとき)

αi
Mi,j

2
(β = α− ϵi + ϵj (i ̸= j)のとき)

σ2αi(αi − 1)

2ci
(β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

(48)

に従うマルコフ過程α(t)に弱収束することがわかった.この一般的な形の生成作用素に対して,次の

定理が成り立つ：

定理：Tの母関数 (ラプラス変換)の方程式 (Notohara(2000))

サンプル遺伝子が１つの共通祖先に到達するまでの時間の長さを T = inf{t; |α(t)| = 1}, αでの滞
在時間をτ(α), f(α) = E[e−λT |α(0) = α]と置く.この時,以下の式が成り立つ.∑

β

Qα,βf(β) = λf(α) (49)

但し, 全ての k に対して, f(ϵk) = 1である.

証明：

f(α) = E[e−λT |α(0) = α] = E[e−λ(T−τ(α))−λτ(α)|α]

= E[E[e−λτ(α)e−λ(T−τ(α))|Fτ(α)]|α] = E[e−λτ(α)E[e−λ(T−τ(α))|Fτ(α)]|α]

= E[e−λτ(α)E[e−λ(T−τ(α))|α(τ(α))]|α](強マルコフ性）

= E[e−λτ(α)|α]
∑
β ̸=α

Qα,β

|Qα,α|
f(β) =

1

λ−Qα,α

∑
β ̸=α

Qα,βf(β)
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境界条件については直ちに導出できる.(証完）

これらの結果を用いて,サンプル数が 2 の場合に応用する. T を合祖するまでの時刻, τを状態

の遷移を起こすまでの滞在時間とすると, T = τ + T (θτw) が成り立つ. 但し, θtは時刻に関す

る遷移作用素である.今考えているのはたった 2 つのサンプルであるから, α = 2ϵiとすると

き Eα(T )を E(T i
w)と書き, α = ϵi + ϵjとするとき, Eα(T )を E(T i,j

b)と書くことにする. T i
wを

分集団 iにおける合祖するまでの時間. wは withinの意味である. T i,j
bは分集団 iと分集団 j にあ

る 2つのサンプルが合祖するまでの時間を表す. bは betweenの意味である. |α|を祖先の総数とす
るとき, T は T = inf{t > 0; |α| = 1}と書くことができる.

(i)α = 2ϵiの時

Qα,β =



−
(
Mi +

σ2

ci

)
(β = αのとき)

Mi,j (β = α− ϵi + ϵj (i ̸= j)のとき)

σ2

ci
(β = α− ϵiのとき)

0 (その他)

(50)

(ii)α = ϵi + ϵjの時

Qα,β =



−
(Mi

2
+

Mj

2

)
(β = αのとき)

Mi,k

2
(β = α− ϵi + ϵk (i ̸= k)のとき)

Mj,k

2
(β = α− ϵj + ϵk (k ̸= j)のとき)

0 (その他)

(51)

先程証明した, Tの母関数の方程式を用いて, Bahlo and Griffiths(2000)のラプラス変換の式を

導く. 但し, σ2 = 1とする. 生成作用素（50), (51)から,

f(ϵi + ϵj) =
1

λ+ Mi

2 +
Mj

2

(Qϵi+ϵj ,2ϵif(2ϵ
i) +Qϵi+ϵj ,2ϵjf(2ϵ

j)

+
∑
k ̸=j,i

Qϵi+ϵj ,ϵi+ϵkf(ϵ
i + ϵk) +

∑
l ̸=j,i

Qϵi+ϵj ,ϵl+ϵjf(ϵ
l + ϵj))
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=
1

λ+ Mi

2 +
Mj

2

(Mj,if(2ϵ
i) +Mi,jf(2ϵ

j) +
∑
k ̸=j

Mj,kf(ϵ
i + ϵk) +

∑
l ̸=i

Mi,lf(ϵ
l + ϵj))

=
1

λ+ Mi

2 +
Mj

2

(
∑
k ̸=j

Mj,kf(ϵ
i + ϵk) +

∑
l ̸=i

Mi,lf(ϵ
l + ϵj))

=
Mi

2 +
Mj

2

λ+ Mi

2 +
Mj

2

( 1
Mi

2 +
Mj

2

∑
k ̸=j

Mj,kf(ϵ
i + ϵk) +

∑
l ̸=i

Mi,lf(ϵ
l + ϵj)

)

=
(
1 +

2λ

Mi +Mj

)−1

2
(∑

l ̸=i

Mi,lfl,j(s)

Mi +Mj
+
∑
l ̸=j

Mj,lfl,i(s)

Mi +Mj

)
(52)

f(2ϵi) =
1

λ+Mi +
1
ci

(
2
∑
k ̸=i

Q2ϵi,ϵi+ϵkMi,kf(ϵ
i + ϵk) +Q2ϵi,ϵi

)

=
Mi +

1
ci

λ+Mi +
1
ci

(
2
∑
k ̸=i

Mi,kf(ϵ
i + ϵk) +

1

ciMi + 1

)

=
(
1 +

λ

Mi +
1
ci

)−1( 1

ciMi + 1
+ 2

∑
l ̸=i

Mi,lfl,i(s)

Mi +
1
ci

)
(53)

サンプル数を 2つにした場合でも,式は単純にはならない.具体的な結果を導くためには,もう少し

単純なモデルにしないと,詳しい結果は得られそうにない.次の節では,アイランドモデルと円形状

配列である飛び石モデルについて説明し,合祖と近親交配の関係を詳しく述べている.また,これら

分集団間の分化の指標として FSTを計算する.
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4.2 固定指数 F（Herbots(1994))

生物がある程度の集落や群集をもって生活していると同時にある程度の近い系統をもつものだと

考えるのは当然のことであろう. 近親的なものの間では任意交配とは考えられず, 近親交配として

取り扱われる.その場合,ハーディ・ワインベルグの法則のような任意交配を考えたようなモデルで

はなく,近親交配係数 F を用いて表されることになる.ここで F は,ある個体の持つ 2つの相同遺

伝子が共通祖先の持つ同じ遺伝子に由来する確率を指す.実際に 2つのアレルタイプ A,aが存在し,

それぞれの頻度を PA, Pa とした場合で考えればそれぞれの式は,

ハーディ・ワインベルグの場合

PAA = PA
2, PAa = 2PAPa, Paa = Pa

2

近親交配の場合

PAA = PA
2 + PA(1− PA)F, PAa = 2PAPa − 2PAPaF, Paa = Pa

2 + Pa(1− Pa)F

である.この F の値は時には FSTであり, FSTを考える場合は集団に階層構造がある場合である.

もし F = 1 ならばこれは a,A のどちらかのアレルタイプで統一された分集団で構成されている

ことを表す. 即ち,それぞれの分集団ごとに各アレルタイプの系統が出来上がっているので,そこ

から任意に選び出された 2つのサンプルが同じ祖先遺伝子で構成されている確率は 1である.よっ

て FSTとは,任意に選び出された 2 つのサンプルが同じ祖先遺伝子に由来する確率である.言い直

せば,家系同一性 (Identical-by-descent),もしくは合祖し,突然変異がない場合の確率である.よっ

て合祖理論を論じるときは祖先からの遺伝的距離が非常に近いものを考えていることになる. その

他 FSTは全分集団間での遺伝子の多様性を測る尺度ともなりうる.この確率を次のように定義する.

FST =
HT −HS

HT
(Wright(1950))

それぞれの記号は次のような意味を持つ：HTは全分集団間でのヘテロ接合度,HSは各分集団間で

のヘテロ接合度である.この式を少し書き換えれば,以下のようになる.

FST =
f0 − f̄

1− f̄
(54)

但し,

f0(= 1−HS);任意に選ばれた 1つの分集団からランダムに選び出された２つのサンプルが同じア

レルである確率

f̄(= 1−HT );全分集団からランダムに選び出された２つのサンプルが同じアレルである確率

とした.これら f0とf̄はもう少し具体的に書き表すことができて,突然変異率を u =
θ

N
とするとき
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の離散時刻での時刻 tまで突然変異を起こさない確率は,

θ

N

(
1− θ

N

)t−1

よって連続時間での確率は,

lim
N→∞

θ

N

(
1− θ

N

)[Nt]−1

= e−θt

よって,この時刻 tを合祖するまでの滞在時間 T で置き換えれば, E[e−θT ]は合祖するまで突然変

異を起こさない場合の平均確率となる.今, T0を 1つの分集団からランダムに選び出された 2つのサ

ンプルが合祖するまでの滞在時間, T̄を全分集団からランダムに選び出された 2つのサンプルが合

祖するまでの滞在時間とするとき, f0, f̄は次式で与えられる.

f0 = E[e−θT0 ], f̄ = E[e−θT̄ ]

よって,

FST =
E[e−θT0 ]− E[e−θT̄ ]

1− E[e−θT̄ ]
(Slatkin(1991))

で与えられる.ここでは中立な突然変異における無限アレルモデルの下に考察を行っている.

以降,この FSTの値を用いて様々な地理的構造の場合を見ていく.

d次元トーラス状格子モデル

分集団が d 次元トーラス状の格子空間に配置されていて, pd個の分集団からなる.分集団のサイ

ズは全て等しく (全ての i に対し, ci = c),移住率はどの分集団から移るに際しても同じく一定

の移住率に従うものとする.今,K = {k = (k1, k2, k3, · · · , kd); ki = 0, 1, 2, · · · , p − 1} とおく.

移住率は空間的に一様で k, j ∈ K に対して k − j = i のみに依存することとする.この移住率

をmk,j = mk−j = miと書くことにする.実際にラプラス変換 f(α)を求めよう.式 (49)より,

∑
j

(mj +m−j)f(k − j) +
1

c
(1− f(k))δk,0 = λf(k)

但し, f (⃗0) は 2 つのサンプルが同じ分集団に滞在する時刻に対するラプラス変換 (確率) である.

d次元ベクトルθ = (θ1, · · · , θd)を各成分がθr = 2πq
p (q = 0, 1, · · · , p − 1)の値をとるとする.母関

数を

H(θ) =
∑
k

f(k)e−iθ·k 但し, θ · k =
d∑

r=1

θrkr

逆変換により,

H(θ) =
1

pd

∑
k

f(k)e−iθ·k

先程と同様にして,

(M(θ) +M(−θ))H(θ) +
1

c
(1− f (⃗0)) = λH(θ)
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但し,M(θ) =
∑

k mke
−iθ·k.これらから,

H(θ) =
f (⃗0)− 1

c(M(θ) +M(−θ)− λ)

f (⃗0) =
1

pd

∑
θ

H(θ) =
f (⃗0)− 1

cpd

(∑
θ

1

M(θ) +M(−θ)− λ

)
この式から,

f (⃗0) =

1
cpd

∑
θ

1
M(θ)+M(−θ)−λ

1
cpd

∑
θ

1
M(θ)+M(−θ)−λ − 1

=

∑
θ

1
M(θ)+M(−θ)−λ∑

θ
1

M(θ)+M(−θ)−λ − cpd

よって,

f(k) =
1

pd

∑
θ′

H(θ)e−iθ′·k =
1

pd

∑
θ′

f (⃗0)− 1

c(M(θ′) +M(−θ′)− λ)
e−iθ′·k

=
1

pd

∑
θ′

∑
θ

1
M(θ)+M(−θ)−λ∑

θ
1

M(θ)+M(−θ)−λ
−cpd − 1

c(M(θ′) +M(−θ′)− λ)
e−iθ′·k

=
1

pd

∑
θ′

∑
θ

cpd

1
M(θ)+M(−θ)−λ

−cpd

c(M(θ′) +M(−θ′)− λ)
e−iθ′·k =

∑
θ′

e−iθ′·k

M(θ′)+M(−θ′)−λ∑
θ

1
M(θ)+M(−θ)−λ − cpd

多次元では複雑な式となるので, 単純な場合で観測してみよう. この式を用いることによっ

て, 1 次元のサークル状の飛び石モデルを具体的に考察してみる. Herbots(1994)の論文に従

い d = 1, p = n, λ = s, c = 1とする. 移住率を

Mi,j =



(1− a)
M

2
(j = i− 1のとき)

a
M

2
(j = i+ 1のとき)

−M

2
(j = iのとき)

0 (その他)

とすると,

M(θ) +M(−θ) = Mi,i−1e
iθ∗(−1) +Mi,i+1e

iθ∗1 +Mi,i−1e
−iθ∗(−1) +Mi,i+1e

−iθ∗1 + 2Mi,i

= (1− a)
M

2
e−iθ + a

M

2
eiθ + (1− a)

M

2
eiθ + a

M

2
e−iθ + 2(−M

2
)

= (1− a)
M

2
(e−iθ + eiθ) + a

M

2
(e−iθ + eiθ)−M = −M(1− cos(θ))
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これより次式を得る.

f(k) =

1
n

∑n−1
l=0

cos( 2πlk
n )

s+M(1−cos( 2πl
n ))

1 + 1
n

∑n−1
l=0

1
s+M(1−cos( 2πl

n ))

sの微分によって,平均と分散の式を求めれば,

E[Tk] = n+
k(n− k)

M

V [Tk] = n2 +
n(n2 − 1)

3M
+

k(n− k)(n2 + 1− 2k(n− k))

3M2

この 2つの式からわかるように, M → ∞とすれば, 2つのサンプルの距離に関係なく,分集団の数

だけで決まる. この結果は後ほど述べるアイランドモデルの時と同じである. アイランドモデルの

場合とサークル状の飛び石モデルの場合の FST の値を比較する.まずアイランドモデルの場合を調

べるため, (52)と (53)から,ラプラス変換 fii(s) = f0(s)と fij(s) = f1(s)の値を求める. 記号を

合わせるために D = n,Mi,j =
M

2(n−1) ,Mi = M とすれば, (52)式は,

f1(s) =
(
1 +

2s

2M

)−1

2
1

2M

(
2

M

2(n− 1)
(n− 2)f1(s) + 2

M

2(n− 1)
f0(s)

)
f1(s) =

(
1 +

s

M

)−1 1

M

( M

n− 1
(n− 2)f1(s) +

M

n− 1
f0(s)

)
(M + s)f1(s) =

M

n− 1
(n− 2)f1(s) +

M

n− 1
f0(s)

Mf1(s) + (n− 1)sf1(s)−Mf0(s) = 0

同じく (53)式は,

fii(s) = f0(s) =
(
1 +

s

M + 1

)−1( 1

M + 1
+

Mf1(s)

M + 1

)
f0(s)(1 +M + s) = 1 + 2Mf1(s),よって, (1 +M + s)f0(s)−Mf1(s) = 1

この 2つの式を解いて,

f0(s) =
M + (n− 1)s

M + (nM + n− 1)s+ (n− 1)s2

f1(s) =
M

M + (nM + n− 1)s+ (n− 1)s2

それぞれ sについて微分すれば,平均,分散は,

E2ϵi [T ] = n Eϵi+ϵj (T ) = 1 +
M + 1

M
(n− 1) (Wakeley(2009))
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Vϵi+ϵj [T ] = n2 + 2
(n− 1)2

M
= n2

(
1 + 2

(n− 1)2

Mn2

)
(Wakeley(2009))

V2ϵi [T ] = n2 + 2
(n− 1)2

M
+

(n− 1)2

M2
= n2

(
1 +

(n− 1)2

n2

( 2

M
+

1

M2

))
(Wakeley(2009))

M → ∞とすれば, 1次元のサークル状の飛び石モデルの場合と同様の結果であることが確認でき

る. さて FSTの値を求めよう. 計算すれば,

f̄ =
1

n
f0 + (1− 1

n
)f1 =

nM + (n− 1)s

M + (nM + n− 1)s+ (n− 1)s2

(54)式に代入すれば,

FST =
1

1 +M n2

(n−1)2 + θn
n−1

n → ∞ → 1

1 +M + θ

この結果から,分集団の数を無限に多くすると, FST の値は少し大きくなる.

次に 1 次元のサークル状の飛び石モデルについて考察する. この場合, f̄ =
f(0) + f(d)

2
となるか

ら FSTの値は,

FST (d) =
f0 − f̄

1− f̄
=

f(0)− f(d)

2− (f(0) + f(d))
=

1
n

∑n−1
k=0

1−cos( 2πkd
n )

θ+M(1−cos( 2πk
n ))

2 + 1
n

∑n−1
k=0

1−cos( 2πkd
n )

θ+M(1−cos( 2πk
n ))

但し, s = θ と置いた.この FST (d)の値はある分集団と dステップ離れた分集団のみに観点を置い

て考えられたものであるから,実際には, f̄を全ての分集団に対して考えなければならない. f̄は算術

平均を用いて次のように置き換えられる；

f̄ =



1

n
f(0) +

2

n

n
2 −1∑
d=1

f(d) +
1

n
f
(n
2

)
(nが偶数のとき)　

1

n
f(0) +

2

n

n−1
2∑

d=1

f(d) (nが奇数のとき)

この時,三角関数に関する 2つの公式；

n∑
r=1

cos(rx) = cos
( (n+ 1)

2
x
)
sin
(nx

2

) 1

sin
(

x
2

)
n∑

r=1

sin(rx) = sin
( (n+ 1)

2
x
)
cos
(nx

2

) 1

sin
(

x
2

)
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を用いて f̄ を変形するための式を導く.これら上式は
n∑

k=0

eikx =
n∑

k=0

cos(kx) + i
n∑

k=0

sin(kx)の展

開式から直ちに求められる. 即ち,

n∑
k=0

eikx =
1− ei(n+1)x

1− exi
=

e−
(n+1)x

2 i − e
(n+1)x

2 i

e−
x
2 i − e

x
2 i

e
(n+1)x

2 i

e
x
2 i

=
−2 sin

(
(n+1)x

2

)
−2 sin

(
x
2

) enxi =
sin
(

(n+1)x
2

)
sin
(

x
2

) (
cos
(nx

2

)
+ i sin

(nx
2

))
この公式から, k = 1, 2, · · ·とすると,

n−1∑
d=0

cos
(2πkd

n

)
= 1 +

n−1∑
d=1

cos
(2πkd

n

)
= 1 + cos(kπ) sin

(n− 1

n
πk
) 1

sin
(

πk
n

)
三角関数の公式より,

sin
(n− 1

n
πk
)
= sin(πk) cos

(kπ
n

)
− cos(kπ) sin

(kπ
n

)
= − cos(kπ) sin

(kπ
n

)
よって,

n−1∑
d=0

cos
(2πkd

n

)
= 1− cos2(kπ) = 0

求められる結果は,

n−1∑
d=0

cos
(2πkd

n

)
=

{
0 (k ̸= 0のとき)

n (k = 0のとき)

これら三角関数の公式により, f̄は次のように求められる.

f̄ =
1

θ{n+
∑n−1

k=1
1

θ+M(1−cos( 2πk
n ))

}

(54)から, FSTの値は,

FST =

∑n−1
k=1

1
θ+M(1−cos( 2πk

n ))

n+
∑n−1

k=1
1

θ+M(1−cos( 2πk
n ))

アイランドモデルの時と同様に分集団の数を無限にした極限を考える. そのため, 微分積分におけ

る平均の公式；

lim
n→∞

1

n

n∑
k=0

f
(
a+ (b− a)

k

n

)
=

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx

を用いる. 但し, b > aで,かつ, f(x)は [a, b]で連続である.この式を用いれば,

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=1

1

θ +M(1− cos( 2πkn ))
=

1

2π

∫ 2π

0

1

θ +M(1− cos(x))
dx
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ここで複素積分を用いて,単位円周上で積分を行う. z = eixと置けば, dx =
dz

iz
であるから,

1

2π

∫ 2π

0

1

θ +M(1− cos(x))
dx =

1

2π

∫
|z|=1

1

θ +M(1− z+z−1

2 )

dz

iz

=
−1

2πi

∫
|z|=1

2

Mz2 − 2(θ +M)z +M
dz

分母に関して, z の解を求めれば,

z =
(θ +M) +

√
(θ + 2M)θ

M
,
(θ +M)−

√
(θ + 2M)θ

M∣∣∣ (θ +M) +
√

(θ + 2M)θ

M

∣∣∣ > 1,
∣∣∣( (θ +M) +

√
(θ + 2M)θ

M

)( (θ +M)−
√
(θ + 2M)θ

M

)∣∣∣ = 1

であるから,
∣∣∣ (θ +M)−

√
(θ + 2M)θ

M

∣∣∣ < 1.よって,単位円周内にあるのは
(θ +M)−

√
(θ + 2M)θ

M
だけであるから,留数 (Res)を求めると,

Res
( (θ +M)−

√
(θ + 2M)θ

M

)
=
[ 2

d
dz (Mz2 − 2(θ +M)z +M)

]
z=

(θ+M)−
√

(θ+2M)θ

M

=
−1√

θ(θ + 2M)

求められる式は,

1

2π

∫ 2π

0

1

θ +M(1− cos(x))
dx =

−1

2πi
(2πi)

−1√
θ(θ + 2M)

=
1√

θ(θ + 2M)

よって,

lim
n→∞

FST =

1√
θ(θ+2M)

1 + 1√
θ(θ+2M)

=
1

1 +
√
θ(θ + 2M)

(
>

1

1 +M + θ

)
結果,分集団の数を無限に多くした場合は FSTの値がサークル状の飛び石モデルの場合よりアイラ

ンドモデルの場合の方が小さくなることがわかった. 同じ総移住率
M

2
という条件の下で,サークル

状の飛び石モデルの方が分集団の分化が起こりやすいことを示している.アイランドモデルの方が

分集団間の相互移住の関係が強く,予想される結果である.
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4.3 地理的構造を持つ非保存的移住の合祖モデル ((K.Sampson(2006))

この節では分集団の数が有限かつ各世代において集団サイズの変動がある場合を取り扱っている

Sampson(2006) の結果を紹介する. この内容によれば, 各分集団サイズが定常分布に従い, 毎世代

変化する.収束に関しては有限状態マルコフ連鎖に関する次のMöhle(1998)の補題を利用する：

補題 (Möhle(1998))

固定された t,K ≥ 0と lim
N→∞

cN = 0となる正の実数列 cNを仮定する. 行列 A = (aij)のノルム

を ||A|| := max
i

∑
j

|aij |で定義する.この時,Aが ||A|| = 1, lim
m→∞

Am =: Pを満たすならば,

lim
N→∞

sup
||B||≥K

||(A+ cNB)[
t

cN
] − (P+ cNB)[

t
cN

]|| = 0

もし,G := lim
N→∞

PBNPを満たす行列の列 (BN )N∈Z+/{0}が存在すれば,

lim
N→∞

(A+ cNBN )
[ t
cN

]
= P− I+ etG ∀t > 0

□
以下では Sampson(2006)のモデルを説明する.

(i)前向きのプロセス

半数体生物集団 (haploid model)を考える. M 個のコロニーを考え,それぞれ集団のサイズをNk =

akN(1 ≤ k ≤ M) とする.分集団のサイズは状態空間 SN = {aiN = (ai1N, , · · · , aiMN); i ∈
{1, 2, · · · , s}}上で定常分布γ = (γ1, · · · , γs)に従う定常マルコフ連鎖である. iは集団サイズの変

化量を与えたものであり,それが毎世代, s通りの変化をもって変化していく. 前向き移住率は次の

式で与えられる：

mk,j =
µk,j

N
+ o
( 1

N

)
for k ̸= j, mk,k = 1−

∑
j ̸=k

mk,j

非保存的移住であるから,

Nk

∑
j ̸=k

mk,j ̸=
∑
j ̸=k

Njmj,k

が成立する.但し,保存的移住の場合も含んでいる.
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(ii)後向きのプロセス

全集団からサイズ nのサンプルを取り出し,その祖先遺伝子のプロセス YN (τ)を

E = {r = (r1, r2, · · · , rM ) ∈ {Z+/{0}}M : 1 ≤ |r| =
M∑
i=1

ri ≤ n}

の集合の上で変化するマルコフ過程とする.ここで, YN (τ)の第 i成分はτ世代前に分集団 iに見い

だされる祖先遺伝子の数である. Ni(τ)をτ世代前の分集団 iの集団のサイズとすると,全てのコロ

ニーの集団のサイズはベクトル N(τ) = (N1(τ), · · · , NM (τ))によって与えられ,かつ,推移確率を

tij = P (N(τ + 1) = ajN |N(τ) = aiN)

で与えれば,定常分布γから, γT = γが成り立つ.但し, (T )i,j = ti,jである. また,後ろ向き移住

率 fkl|jを集団サイズが ajN という条件の下で分集団 kから任意に選んだ 1個体が 1世代前に分集

団 lから移住してきた確率とするとき,次の式で与えられる :

fkl|j =
mlkajlN∑M
i=1 mikajiN

=
mlkajl∑M
i=1 mikaji

k ̸= lのとき fkl|j =
(ajlµlk

N
+o
( 1

N

)) 1∑
i ̸=k

ajiµik

N + ajk(1−
∑

i ̸=k
µki

N ) + o
(

1
N

) = µlk
ajl

ajkN
+o
( 1

N

)

k = lのとき fkk|j = 1−
∑
l ̸=k

µlk
ajl

ajkN
+o
( 1

N

)
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2変量マルコフ連鎖

XN (τ) = (N(τ), YN (τ))を集合 EN (= SN ×E)の上での 2変量マルコフ連鎖とする.毎世代,分集

団のサイズの変動と祖先の地理的配置を同時に考えたプロセスである. Coalescent rateは集団の

サイズに依存するため,このようにして考えられた.推移確率を

π(i,γ),(j,β) = P (XN (τ + 1) = (ajN, β)|XN (τ) = (aiN, γ))

で与える.1個体の移住あるいは 2個体のCoalesceの確率は 1
Nのオーダーとなり,

それ以外の変化の確率は o( 1
N )(高次の無限小) となることにより, 1 世代当たりの推移確率ΠN =

(π(i,γ),(j,β))について次の命題が成り立つ;

命題（Sampson(2006))

ΠN = A+
B
N

+ o(
1

N
) ; A = (a(i,γ),(j,β)) = (tijδγ,β), B = (b(i,γ),(j,β))

b(i,γ),(j,β) =



−tij

M∑
k=1

(γk(γk − 1)

2ajk
+ γk

∑
l ̸=k

µlkajl
ajk

)
(γ = βのとき)

tijγk
µlkajl
ajk

(β = γ − ϵk + ϵl, k ̸= lのとき)

tij
γk(γk − 1)

2ajk
(β = γ − ϵkのとき)

0 (その他)

(55)

□

まず, Möhle(1998)の補題により,

lim
N→∞

ΠN
[Nt] = P− I+ etG

ここで,
P = (p(i,γ),(j,β)) = lim

m→∞
Am = (γjδγ,β)

G = (g(i,γ),(j,β)) = PBP = (γjqγ,β), qγ,β =
∑
i

γi
∑
j

b(i,γ),(j,β)

更に状態空間 E が有限であることにより, Ethier and Kurtz(1986)の定理およびKaji(2001),から

次の定理が成り立つ.
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定理（Sampson(2006))

初期分布 YN (0) → w, N → ∞(法則収束)のとき, YN ([Nt])t≥0 → Y = (T (t))t≥0, N → ∞(法

則収束)かつ, Y (0)
d∼= wが成立するとき, Y = (Y (t))の生成作用素：Q = (qγ,γ′)γ,γ′∈Eは,

qγ,γ′ =



−
M∑
k=1

αk

(γk(γk − 1)

2
+ γk

∑
l ̸=k

βkl

2

)
(γ = βのとき)

γk
βkl

2
(β = γ − ϵk + ϵl, k ̸= lのとき)

αk
γk(γk − 1)

2
(β = γ − ϵkのとき)

0 (その他)

(56)

と表される.但し, αk =

s∑
i=1

γi
αik

, βkl = 2µlk

s∑
i=1

γi
ail
aik

(Sampsonの証明の概要)

ηN : EN → E, ηN (aiN, γ) = γ, f ∈ B(E)とするとき,

ℑN
[Nt](f ◦ ηN )（aiN, γ) =

∑
(ajN,γ′)∈EN

f ◦ ηN (ajN, γ′)(ΠN
[Nt])(i,γ),(j,γ′)

他方, ℑ(t)f(γ) =
∑
γ′∈E

f(γ′)(etQ)γ,γ′とする. Ethier and Kurtz(1986)の定理およびKaji et

al(2001)から,

|ℑN
[Nt](f◦ηN )（aiN, γ)−ℑ(t)f(γ)| = |

∑
γ′∈E

f(γ′)(
s∑

j=1

(ΠN
[Nt])(i,γ),(j,γ′)−(etQ)γ,γ′)| → 0, N → ∞

を示せばよい. E は有限集合なので,各項について収束を示せば十分である. Möhle(1998)の補題と

少々の計算により次式が成立する.

lim
N→∞

|
s∑

i=1

(ΠN
[Nt])(i,γ),(j,γ′) − (etQ)γ,γ′)| = |

s∑
j=1

(etG)γ,γ′ − (etQ)γ,γ′ | = 0

□

以上が Sampson(2006)の結果である. Möhle and Notohara(2016)によれば,この結果をもう少し

拡張できて,
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定理 (Möhle and Notohara(2016))

cNと dNを lim
N→∞

cN = 0, lim
N→∞

dN = 0, lim
N→∞

cN
dN

= 0 を満たす正の実数列とする. P :=

lim
m→∞

(I + dNQ)mとする時,生成行列 Qと G := lim
N→∞

PBNPを満たす行列の列 (BN )N∈Z+/{0}が

存在すれば,全ての t > 0に対し,

lim
N→∞

(I+ dNQ+ cNBN )
[ t
cN

]
= P− I+ etG = PetG = etGP

また,全ての N ∈ Z+/{0}に関して,各世代の遷移確率行列が I+ dNQ+ cNBNに従う,可算有限な

状態空間 S 上の離散時刻マルコフ連鎖を (XN (r))r∈Z+とするとき,もし,初期分布の列 PXN (0)があ

る確率測度µに弱収束するならば,マルコフ連鎖 (XN ([
t

cN
]))t≥0の有限次元分布は初期分布µ,遷移

確率行列Π(t) = P− I+ etG = PetG = etGP(t > 0)の連続時間のマルコフ連鎖 (Xt)t≥0の有限次元

分布に収束する.

さらに,この定理は無限次元の行列に対して以下のように拡張できる；

l∞ = {x = (xi)i∈N ∈ RN; ||x|| = sup
i∈N

|xi| < ∞},A = (ai,j)i,j∈N 但し, ||A|| = sup
i∈N

∑
j∈N

|ai,j | <

∞ を満たすものとする.このとき x ∈ l∞に対して (Ax)i =
∑
j∈N

ai,jxjと定義すると,行列 A は

バナッハ空間 l∞から l∞への線形作用素となる.このような l∞から l∞への線形作用素全体

を L とすると, L は完備距離空間であり,A,B ∈ L の時 ||AB|| ≤ ||A||||B||.また,行列 A の指

数関数 eA =

∞∑
n=0

An

n!
も有限次元の場合と同様に定義できる.この時生成行列 Q = (qi,j)及び行列の

列 (BN )N∈Z+/{0}が無限次元の Lの行列である場合に対しても定理は成り立つ.

この定理により, Sampsonの定理は以下のように拡張される；

1. 分集団サイズの変動の 1世代当たりの推移確率を, lを 0 ≤ l < 1の実数として,

P (N(τ + 1) = ajN |N(τ) = aiN) =


ti,j
N l

if i ̸= j

1− ti,j
N l

if i = j

と置くと, 1 世代当たりの推移確率はΠN = I +
A
N l

+
B
N

+ o(
1

N
) と書ける.ここで A =

(ti,jδγ,β),但し ti,i = −
∑
j ̸=i

ti,jとする.このとき, N → ∞においてSampsonの結果がそのま

ま成り立つ.

2. 分集団のサイズの状態空間および分集団の個数を可算無限とし (s = ∞、M = ∞)分集団の

サイズ変動の 1世代当たりの推移確率を 1.で定義されたものとする.このとき, N → ∞にお
いて離散時間マルコフ連鎖から, s = ∞,M = ∞とした (56)を生成作用素とする連続時間

マルコフ連鎖への有限次元分布の収束が成り立つ.
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5 まとめ

本論文では中立な遺伝子で, 非保存的移住率と可換モデルと呼ばれる一般的な繁殖モデルの下

で, 生物の地理的構造を考慮に入れた離散時間モデルから出発し, 各分集団のサイズが一様に無

限に大きくする極限操作により, 集団からサンプルした遺伝子の祖先の遺伝子系図を表現する

SCM が導かれることを厳密に証明した. これは可換モデルの下で Coalescent 過程を導出した

Kingman(1982)の定理の集団構造を持つ場合への自然な拡張ということができる. 4.1節, 4.2節

で共通祖先に到達するまでの時間 (Coalescence time) の分布及び固定指数 F について, トーラス

状格子モデルの場合に具体的な解を求めた.しかし,一般の SCMにおいて,このような具体的な解

を求めることは困難である. SCM は移住と合祖によって推移する連続時間マルコフ連鎖であり,

状態 α での滞在時間はパラメーター |Qα,α| の指数分布に従い, その滞在の後, 確率
Qα,β

|Qα,α|
（ただ

しβ ̸= α）で状態αから状態β へ推移する.梅田 (2005)はこの性質を利用してコンピューター・シ

ミュレーションを行い,共通祖先に到達するまでの時間の分布,サンプル遺伝子の分離サイトの数の

分布を求めた (結果は Notohara and Umeda(2006)で発表).第４章の 4.3で紹介したように,分集

団の個数が有限の場合には Möhle の補題の応用として, SCM が導かれることが Sampson(2006)

によって示された.さらに Sampsonのモデルは各分集団のサイズが有限個の状態を確率的に変動

する場合も含んでいる.他方,本論文では分集団の個数は可算無限個であり,離散時間から連続時間

マルコフ連鎖の弱収束の証明は, 3.3節に示したように有限個数の場合に比べるとより精密な議論

を必要とする.分集団サイズが変動する Sampsonの結果を可算無限個の分集団を含む場合に拡張

することは, 興味ある問題であるが, Möhle and Notohara(2016) の定理の利用により有限次元分

布の収束までは示すことができるが,弱収束の証明は未解決の問題である. SCMは長年集団遺伝学

で使われて来たモデルであり, SCMを利用したデータ解析ソフトも Genetree, Migrate-nなど多

く開発されている.本研究によって,このようなデータ解析のための基本モデルである SCMの頑健

性を証明したと言うことができる.
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[20] Möhle,M. and Notohara,M.(2016年掲載予定). An extension of a convergence theo-

rem for Markov chains arising in population genetics.

[21] Notohara,M. (1990).The coalescent and the genealogical process in geographically

structured populations. J.Math.Biol. 36, 188–200.

[22] Notohara,M.(2000).A perturbation method for the structured coalescent with strong

migration. J.Appl.Prob. 37, 148-167.

[23] Notohara,M. and Umeda,T.(2006). The coalescence time of sampled genes in the

structured coalescent model. Theor.Popul.Biol. 70, 289-299.

[24] Sampson,K.Y. (2006). Structured Coalescent With Nonconservative Migration.

J.Appl.Prob. 43, 351–362.

[25] Slatkin,M.(1991). Inbreeding coefficients and coalescence times.

Genet.Res.Camb.58,167-175.

[26] Tajima,F.(1983).Evolutionary relationship of DNA sequences in finite populations.

Genet.Res,Camb. 52, 213–222.

[27] Tajima,F.(1989).DNA Polymorphism in a Subdivided Population: The Expected Num-

ber of Segregating Sites in the Two-Subpopulation Model. Genetics. 123, 229-240.

[28] Takahata,N.(1988).The coalescent in two partially isolated diffusion populations.

Genet.Res,Camb. 52, 213–222.

[29] 梅田高呂 (2005):A Study of Structured Coalescent by Monte Carlo Simulation(地理的構

造を持つ合祖モデルのモンテカルロシミュレーション (修士論文)).

[30] Wakeley,J. (2009).Coalescent Theory. An Introduction. Roberts and Company Publish-

ers.

[31] Watterson,G.A.(1975). On the number of segregating sites in genetical model without

recombination. Theor. Popul. Biol.7, 256-276.

[32] Wilkinson–Herbots,H.M.(1998).Genealogy and subpopulation differentiation under

various models of population structure. J.Math.Biol. 37, 535–585.

[33] Wright,S.(1950). Genetical structure of populations. Nature, 166, 247-249.

62



発表論文

[学術雑誌論文]

1. Ryouta Kozakai, Akinobu Shimizu and Morihiro Notohara, ”Convergence to the struc-

tured coalescent processes”, Journal of Applied Probability, 2016年掲載予定.

[口頭発表]

1. 小酒井　亮太,　清水昭信,　能登原盛弘,　”地理的構造を持つ遺伝子系図モデル”, 日本

応用数理学会, 2014年 9月 5日.

2. 小酒井　亮太,　”Structured Coalescent過程への収束”,　統計数理研究所研究集会「科

学における確率」, 2015年 7月 7日.

3. 小酒井　亮太,　”地理的構造を持つ合祖過程”, 生命情報科学若手の会第 7回研究会, 2015

年 10月 2日.

63



用語集

1. 分子進化の中立説：分子レベルでの進化は自然選択に対して有利でも不利でもない中立な突

然変異と遺伝的浮動によって起こるとする説.1968年に木村資生によって提唱された.

2. 遺伝的浮動：生物集団の個体数が有限であるために起こる遺伝子頻度の偶然的変動.特に個

体数が小さい集団ほど変動が大きい. 遺伝的浮動により遺伝的多様性は減少して行き, 最終

的に遺伝子の固定,あるいは消失が起こる.

3. マルコフ性：確率論における確率過程の持つ特性の一種で,その過程の将来状態の条件付確

率分布が, 現在の状態のみに依存し, 過去の如何なる状態にも依存しない特性を持つことを

言う.マルコフ性のある確率過程をマルコフ過程と呼び,とりうる状態が離散的 (有限または

可算)なものをマルコフ連鎖という.合祖モデルもマルコフ連鎖である.

4. Coalescent theory（合祖理論)：Kingman(1982)及び Tajima(1983)によって独立に提唱さ

れ,マルコフ連鎖を用いた理論.集団から任意に取り出した遺伝子の祖先を遡ると,サンプル

遺伝子の祖先は次第に共有され, 最終的に 1 つの共通祖先に到達する. 共通祖先に到達する

までの時間,遺伝的多様性などを求めることができる.

5. 任意交配 (random mating)：集団中の雄と雌の個体間で選り好みなく,ランダムに交配が行

われること.反対に表現型が似た者同士の交配様式は同類交配 (assortative mating)という.

6. 遺伝的多型：生物集団の多くには様々な遺伝的変異がみられること.人の血液型はその例で

ある.1960年代に電気泳動法により,タンパク質の遺伝的多型の存在が明らかになった.近年

は遺伝子の DNA塩基配列における多型として SNP(Single Nucleotide Polymorphism)な

どが知られている.

7. 分集団：生物集団がいくつかの小集団に分かれて繁殖を行っているとき,各小集団のことで

各分集団内では任意交配が仮定されることが多い.

8. 飛び石モデル：1953年,木村資生によって提案されたモデル.生物集団が分集団に分かれ,各

分集団内での任意交配による繁殖と,分集団間での個体の移住を考慮に入れたモデル.

9. 島モデル：Wright(1943)によって提案されたモデル.個体数が同じいくつかの分集団からな

り,全ての分集団間で同じ率での移住を仮定したモデル.
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