
4.寄 稿

4.1結 び 目の研 究 とコ ン ピュー タ

鎌 田 直子

現代数 学で コンピュータを研究 に活用す るケー スが多 く見 られます.四 色問題 の解決 もそ の
一例です .私 の専門であ る結び 目理論 で もコン ピュー タが活躍 してい ます.

結 び 目理論 は3次 元空間内(R3)の1次 元閉多様 体 を研 究対象 とす る分野です.低 次元 トポ ロジ
ーでは

,3次 元空間 内(R3)の1次 元 閉多様体,4次 元空 間内(R4)の2次 元 閉多様体(曲 面結 び 目)を

研 究対象 とす ることが多いです が,高 次元 の場合 も定義 され,一 般的 にはn次 元空 間内の(Rn

のn-2次 元閉多様 体 をRn内 の結 び 目といいます.複 数 の結び 目が合 わ さった ものは絡み 目 と呼

ばれます.図1は 左 か ら順 に,三 葉結 び 目,8の 字結 び 目,ホ ップ絡 み 目,ホ ワイ トヘ ッ ド絡 み

目と呼ばれ る有名 な結 び 目,絡 み 目です.

結び 目理論 の歴史 は1880年 代に さかのぼ ります.Kelvinが 原子 はエーテルが結び 目になった

ものである とい う仮説 をたて,元 素 の一覧 を作成す る 目的でTaitが 結 び 目の一覧表 を構成 しま

した.Littleも 同 じ時期 に結び 目の一覧表 を作成 してい ます.エ ーテル の存在 は否定 され ま し

たが,結 び 目は実在 します.そ れは数学の 中の世界だ けでな く,現 実の我 々の世界 の中の様 々

な場所 に存在す るのです.ま た,結 び 目は3次 元多様 体の研 究 とも関係 し,他 の科学 の分野(DNA

や 高分子 な ど)の 研究 にも活用 されて きています.

3次 元 空間内(R3)で2つ の結び 目が連続 に移 り合 うと

き,そ れ らは同位 である と言い ます.結 び 目理論の 目

標 は結 び 目,絡 み 目を同位 な ものに分類 す ることです.

2つ の結び 目が 同位 であ るか ど うか,つ ま り,連 続的 に

移 り合 うか ど うかを判定す るこ とは,思 うほ ど簡単で

はあ りませ ん.例 えば,図2の2つ の結び 目は,Taitと

Littleに よる結 び 目の一 覧表 が作 られ てか ら数十年後

(1974年)に なって よ うや く同位 で あった ことが分か り

ま した.こ れ を発 見 したのがKenneth Perkoで,こ の2つ

の結び 目は現在Perkoの ペア と呼ばれています.

2つ の結び 目が同位で あることを示すためには,一 方 の結 び 目を他方へ連続的 に動かす変形

を見つ ければいいのですが,こ れ は容易ではあ りませ ん.何 回 か変形 してみて移 らなかった と

して もこれ らが同位 ではない と断言す ることはで きませ ん.そ こで 「不変量」が登場 します.

(結び 目の)不 変量は結び 目の集合 か ら他 の数学的 な対象(集 合)へ の写像 の ことです.こ の

写像 による結び 目の像 をその結 び 目の不変 量の値 といいます.2つ の結 び 目の不変量 の値 が異

なる とき,こ れ らの結 び 目は同位 ではない と言 うこ とがで きます.し か し,逆 はい えませ ん.

す なわち,2つ の結 び 目の不変量 の値 が等 しくて も,こ れ らの結 び 目が同位 であ ると結論づ け

る ことはで きません.最 小交点数,結 び目解消数,Alexander多 項式,Jones多 項式,結 び 目群,

結 び 目カン ドル な ど様々 な不変量が構成 されています.最 小 交点数 は定義 の簡単 な不変量の1

つ です.結 び 目の専門書にはたいてい巻末 に結び 目の一覧表がの っています が,こ れ は最小 交

点数 によって分類 されてい ます.結 び 目を2次 元 の平面 に描いた図 を結び 目図式 といい,大 雑

把 にい うとR3の 中の結び 目をR2に 射影 して,交 点に上下の情報 を与 えた ものです.同 位 な結 び

目に対 して幾つ もの図式 が定 ま りますが,そ の図式のなかで最小の交点数 を結び 目の最小交



点数 と定義 します.結 び 目の最小 交点数 を求める こ とは一般 には とて も難 しいです.あ る結び

目図式に対 して,そ れ が最 小交点 の結 び 目図式 に見 えて も,そ れ よ りも少ない結び 目図式に変

形で きるかも しれません.最 小交 点数 を求 めるため に不変量 を利用す る こともあ ります.最 小

交点数 が同 じで も同位で ない結び 目が多 く存在 す る ことに も注意 してお きます.最 小交点数 は

定義は とても簡単ですが,実 は非常 に扱い にくい ものなのです.

定義が簡単で,結 び 目図式か ら容易 に計算で きる不変 量 としてはFoxの3彩 色可能性 があ りま

す.こ れ は3彩 色可能 であるか,そ うでない か とい う2つ のグループに結 び 目を分類す るもので,

とて も荒 い分類です.し か し,こ れ を使 えば三葉 結び 目と8の 字結び 目が同位 でない こ とが分

か ります.

定義 は少 し複雑 にな りますが,Alexander多 項 式,Jones多 項式 な どのよ うに(ロー ラン)多

項式に値 を持つ不変量 もあ ります.こ れ らは結び 目図式か ら計算 ができます.絡 み 目群 と結 び

目カ ン ドル は,群 やカ ン ドル とい う代数的 な対象 を値 に とる結び 目の不変量です.一 般 に,群

やカ ン ドルが同型 で あるか ど うか を判定す ることは難 しい ので,得 られ た不変 量の値(群,カ

ン ドル)を さらに,群 やカ ン ドル の不変量 を使 って比較す ることもあ ります.

.こ のよ うな結び 目の不変量 を構成 した り計算す るために様々な数学 的な集合や手法 が担 ぎ

だれます,不 変量の計算は複雑 で膨大 とな ることが あ り,コ ンピュー タが有効 にな ります.そ

のための ソフ トウェアの開発,研 究 に関す る分野 をコン ピュー タ トポ ロジー といいます.(コ

ン ピュー タ トポ ロジーは,結 び 目に限 らず様 々な トポ ロジーを対象 に した もので,奈 良女子大

学の落合豊行名 誉教授が命名 した もの と聞いています.)同 大学の山下靖教授,神 戸 高等専 門

学校の児玉宏児教授 らもそれ らの研 究 をされています.彼 らの作成 した ソフ トウェアは多 くの

結び 目理論研 究者 が利用 しています.ま た,各 研 究者が独 自にプ ログラムを組む こともあ りま

す.不 変量の計算 だけでな く,結 び 目の一覧表の作成 にもコンピュー タは有効 に利用 され てい

ます.私 も仮想結び 目の一覧表を作成す る際に 結 び 目図式 の リス トの作成 とそれ らの不変量 の

計算 をコンピュー タで行いま した.最 近では,Mathematicaな どの数 学 ソフ トウェア も結 び 目

理論の基本的なデー タを持 っていて,よ く知 られた結び 目の場合 はそれ らの ざま ざまなデー タ

を調べるこ とがで きます.

コンピュー タの活 用は結び 目理論 の研 究を促進 させ ま した.1990年 までの100年 ぐらいの間に

結び 目の一覧表は10交 点まで確定 され ていま した.し か し,現 在 は16交 点 まで分類 されてい ま

す.表1に あるよ うに交点数が増加 す る と結び 目の個数 も飛躍的に増 えます.

さらにイ ンターネ ッ トの普及 も大 き く研究速度 を速 めてい る理 由の1つ です.ウ ィキペデ ィア

では専門家でな くて も一般 的な情報 を瞬時に得 る ことができます.ま た,研 究者や研 究機 関が

独 自に結び 目の情報 をホームペー ジで公 開 して もいます.以 下はそれ らのサイ トの一例です.

http://www.indiana.edu/~knotinfo/

http://math.rice.edu/~friedl/programs.html

http://www.math.kobe-u.ac.jp/~kodama/

しか し,ど の研究分野 も同 じですが,コ ンピュー タか ら100%の 成果が得 られ る訳ではあ りませ

ん.私 が仮想結び 目の一覧表 を作成 した際 も,あ る程度 までの同位な結 び 目の判 定はプ ログラ

ム上で行いま したが,最 終的には 自分 自身の手で(頭 で?)判 定を行いま した.ま た,大 変 で

すが,手 計算 を行 った り,自 らリス トを作成す る ことのメ リッ トもあ ります.自 ら手を動 か し

てゆ くこ とで法則や性 質 を発見 できる こともあるか らです.一 方で,数 学では厳密 さを求めま

すが,産 業な どで は実用性が求め られます.コ ン ピュータで時間 をか けず にあ る程度 の精度 の

計算 ができれば よい とい う場面 も今後 ます ます起 こるこ とで しょう.し ば らくは,こ の よ うな



形で コンピュータを利用 しなが ら数学 は発展 して ゆ くと思い ます.コ ン ピュー タが もっ と踏み

込んだ形 で数 学の発 展に寄与す ることが可能で あるか どうか私 にはわか りません.し か し,コ

ンピュータが数 学の定理 を発見す るよ うになった りした ら,面 白い反面私た ち人間は何 もす る

こ とがな くな って しまいます 。それ は寂 しいです.
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